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O DUKAZU JEDNE NEROVNOSTI

DAG HRUBY

Cilem piedloZeného ¢lanku je ukdzat rizné piistupy k ditkazu
nerovnosti

Vz € R*: x+%22.

Rekl jsem si jednou, Ze zkusim najit deset diikazii této nerovnosti.
Vysledkem mého snaZeni je predkladany ¢lanek. Ctenaf miiZe po-
soudit, zda se mi ukol podaril, ¢i ne. J4 sim o tom pochybuji,
protoze nékteré predkladané diikazy jsou zhruba feéeno ,ekviva-
lentni“ a komise pro diikkazy by mi je asi neuznala. Pfedsedou této
komise (ve zkratce KPDPDM) je totiZz doc. dr. Emil Calda, HgS,
ktery je velice pfisny, coz pravdépodobné souvisi s tim, Ze prace
v KPDPDM neni honorovana. Nyni tedy k jednotlivym dikazim.

1. Dukaz sporem
Schéma dikazu sporem:
Piedpoklady: A = B plati, B neplati. Zavér: A plati.

V naSem pfipadé postupné dostavame:

1
3x€R+:x+;<2=$x2+1<2x=>

=>z2-2z+1<0=(z-1)?<0.

2. Dukaz pFimy
Schéma pfimého dikazu:

Predpoklady: B plati, B = A plati. Zavér: A plati.
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Pfimy dikaz vyroku A je zpravidla naro¢néjsi nez diikaz spo-
rem. Neni ale cilem tohoto ¢lanku se pfimym dikazem podrobnéji
zabyvat a proto hned pfikroéim k vlastnimu dikazu.

Vx1€R+: (z-12>0=2>22-2r+1>0=>2>+1>2z =+
+ 222

Nyni nasleduje skupina tfi dukazl, které vyuzivaji znamych
nerovnosti mezi harmonickym, geometrickym a aritmetickym pru-
mérem.

3. Aritmeticky a geometricky prumér

a+b
5

PoloZime-li v predchazejici nerovnosti a = z a b = =, pak
1
dostavame: \/ <—=-=>1<-iz'-'-=>z+%22.

Va,b € R*: Vab <

4. Aritmeticky a harmonicky prumér

2ab - a+b
a+b~ 2 °
Polozime-li v predchazejici nerovnosti a = z a b = 1, pak
dostavame: ——1-<—L=>-—_r<£tﬂl=-=>( +%)224=>x+

+z22x€R+

Va,b € R*:

5. Geometricky a harmonicky pramér

Va,b € R*: Vab < 2ab
a+b

PoloZime-li v pi"edchézejici nerovnosti G=gab= %, pak

dostavame: <—r=>1<—-—-"—¢:z:+ > 2.

:c—z:+
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6. Pythagorova véta

7. Tétivy kruzZnice

5 o

'S
B3]
=

8. Obsah étverce

(=

o

UvazZujme kladna redlna Cisla z + %,
z — 1 2 Zfejm& je Vz € R* :
(z+1) = (z-1)’+4. Cisloz+1
je velikost pfepony v pravoihlém
trojihelniku, jehoz jedna odvésna
ma velikost 2. Proto plati z + % > 2.

Necht je dana tse¢ka AB takova, Ze
|AB| = z + 1. Na tseéce AB zvo-
lime bod M tak, aby platilo |AM| =
=z a |[BM| = 1. Sestrojme kruz-
nici s primérem AB a bodem M
vedme tétivu kruZnice kolmou na
AB. Délka této tétivy je ziejmé 2,
jak plyne z Eukleidovy véty o vysce.
Nejdelsi tétivou je primér a proto
plati  + % > 2. Rovnost nastane
v piipadé z = -xl-

Necht je dan é&tverec o strané veli-
kosti = + -:1; Obsah tohoto ctverce

je (:c + %)2 Ctverec rozdélime na
étyfi obdélniky o stranach velikosti
T a L a Gtverec o strané velikosti
T — % tak, jak je uvedeno na obr. 3.
Ihned vidime, Ze obsah &tverce je

aspoii 4, tedy plati (z + %)2 > 4.

Odtud uz plyne, Ze = + % = 2.
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9. Lokalni extrém funkce

DAG HRUBY

Uvazujme funkci f: y = z + 1.
Pro prvni a druhou derivaci této
funkce postupné dostavame y’' =
=1- 2%,y” = %. Snadno se mi-
Zzeme presvédéit, Ze funkce f na-
byvé v intervalu (0; +o00) lokalniho
minima v bodé 1. Jeho hodnota je
f(1) = 2. To ale také znamena, Ze
pro vSechna kladna realna cisla je

f(x)=m+%22.

10. Lokalni extrém funkce

\

11. Teéna

Y

8]Y

Necht je dana funkce f: y = 2% +
+ ;1; Pro prvni a druhou derivaci
funkce f dostavame y' = 2z —
— 2;1;, Yy =2+ ;6;. Funkce f na-
byva v intervalu (0;+o00) lokédlniho
minima v bodé 1. Jeho hodnota je
f(1) = 2. Pro vSechna kladné re-
alna &isla je f(z) = 22 + ;17 > 2.
Posledni nerovnost 1ze upravit nasle-
dovné (m “+- %)2 > 4. Odtud uz plyne
T+ % > 2.

Jsou dény funkce f : ¥y = z a

g:y = 2— 1. Rovnice f(z) = g(z
ma pravé jeden kofen xz = 1, tj.

f(1) = g(1). Lze snadno ukazat, Ze
piimka y = z je te¢nou grafu funkce
g v bodé T[1;1]. Protoze ¢g"(z) =
— —;23 a pro kazdé kladné realné
&islo z je g""(x) < 0, je funkce g kon-
kavni v R*. To ale znamenad, Ze graf
funkce g ,lezi pod te¢nou“ a proto
plati g(z) < f(z) resp. 2—1 < z pro
kazdé z € R* a tedy také z+1 > 2.
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12. Teéna

Jsou dany funkce f: y = 2 -z a
g:y = 1. Rovnice f(z) = g(z)
mé pravé jeden kofen z = 1, tj.
f(1) = g(1). Lze snadno ukézat,
Ze pfimka y = 2 — z je tenou
grafu funkce g v bodé& T'[1;1]. Pro-
toze g”(z) = % a pro kazdé kladné
realné &islo z je g”(x) > 0, je funkce
g konvexni v R*. To ale znamen3,
ze graf funkce g ,lezi nad te¢nou"
a proto plati g(z) > f(x) resp.
1 > 2 -z pro kazdé z € R* a tedy
také z + 1 > 2.

Budu velice rad, kdyz néktery laskavy ¢tenaf odhali dalsi di-
kazy této nerovnosti a oznami je redakci naseho Casopisu. Jsem
si védom toho, Ze pojem diikaz mé sviij pfesné vymezeny obsah
a rozsah a dovedu si pfedstavit fadu namitek proti nékterym zde
uvedenym ,dikaztim"“. Z druhé strany predloZeny ¢lanek neni jen
o dikazech, ale chce také upozornit na souvislosti mezi algebrou,
analyzou a gemoetrii. Na souvislosti, na které nebyva ve vyuce
matematiky na stfedni Skole ¢as.
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