Ucitel matematiky

Jana Prihonska
Teorie graft na zakladni $kole (3)
Ucitel matematiky, Vol. 13 (2005), No. 3, 148-162

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/150759

Terms of use:

© Jednota Ceskych matematiki a fyzikd, 2005

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/150759
http://dml.cz

148

TEORIE GRAFU NA ZAKLADNI SKOLE (3)

JANA PRIHONSKA

V tomto ¢lanku pfedklddam soubor tloh, které je mozno po-
uzit pro piimou aplikaci teorie grafii na zdkladni $kole. Navazuji
na jiz drive uvedené tulohy.

Uloha 1

Hokejovy zapas skondil vysledkem 5:3. Kolik rtznych pribéhi
mohl mit? (Podle [He].)

Resend

Reseni tlohy lze pfevést na hledéni viech moZnych cest v oriento-
vaném grafu. Nasledujici schéma zachycuje moZny pribéh zapasu:

i — 1:0 2:0 3:0 4:0 5:0
0:1 1!1 2:1 3:1 4:1 5:1
0:2 1!2 — 232 3:2 4:2 9:2
0:3 1:3 2!3 — 33 — 4:83 — 5:9

Na obr. 1 je uveden graf s pfislusnym h-diagramem; h-(asseov-
ské) diagramy dovoluji podstatné redukovat zaddni vyznamnych
relaci, jejich grafovych reprezentaci a diagramovych znazornéni.
Prechod od orientovaného grafu k jeho h-diagramu znamené na-
sledujici zjednoduseni:

e odstranime vSechny smycky v uzlech,
e odstranime vSechny ,tranzitivni“ hrany,

e uspofddame uzly do tGrovni (zdola nahoru, zprava doleva)
podle poctu jejich pfedchiudct,
e odstranime vSechny Sipky.
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Uzly v daném grafu odpovidaji jednotlivym staviim, Sipka zna-
zorniuje prechod z jednoho stavu do druhého. Hledame pocet cest
vedoucich do jednotlivych bodd kosodtvercové, resp. kosodélni-
kové sit&. Smér postupu je dan vyznadenymi Sipkami. Cislo u uzlu
predstavuje pocet dostupnych cest.
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A ... vychozi uzel (stav 0 :0)
B ... cilovy uzel (stav 5 : 3)

Obrazek 1: Graf s h-diagramem
Odpovéd: Podet viech moznych priib&ht zapasu je 56.

Uloha 2
V misté A vbé&hla do bludisté (obr. 2) vydéSend mysi rodina.
Vsechny mysi $tastné probéhly bludistém do mista B. Z rozho-
voru udychanych mysi jsme se dozvédéli:
1. Kazda myS$ béZela po chodbickach jen smérem doprava
a nahoru.

2. Z4dné dvé mysi nebéZely stejnou cestou.
3. Kdyby bylo jesté o jednu mys vice, pak by nékteré musely
béZet po stejné cesté.

Kolik €lenti mé&la mysi rodina? (Podle [Ko].)

Resent

Zakreslime zjednoduSeny plan bludisté. Vrcholy ve étvercové siti
predstavuji kiizovatky (uzly grafu), jejich strany chodby (hrany
grafu) — obr.3. Ve vrcholech ¢tvercové sité je vepsan pocet cest,
vedoucich od startu do daného vrcholu pfi pohybu ve sméru Sipek.
Pocet dostupnych cest je dan uvedenym kli¢em. Vyrazné zjedno-
duseni situace uzitim h-diagramu je evidentni z obr. 4.
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Odpovéd”: Mysi rodina méla 18 ¢lenti.
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Obréazek 2: Bludisté Obréazek 3: Sit bludisté a kli¢ 7esent

138
Obrazek 4: H-diagram

Uloha 3

Planek na obr. 5a zachycuje schematicky rozmisténi budov a kfiZo-
vatek. P¥i chiizi zleva doprava a shora dolti hledame pocet rtiznych
cest z mista §(kola) do mista d(im).
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Obrazek 5: a) Planek sidlisté, b) graf, c) h-diagram

Resent

Pouzijeme h-diagram (obr.5c). U kazdého uzlu je uveden pocet
cest, které do daného uzlu vedou od $koly; celkovy pocet riznych
cest je 31. Uzly grafu odpovidaji krizovatkdm na nakresu sidlisté.
Odpovidajici graf je zakreslen pfimo v planku na obr. 5b.

Uloha 4: Cestovani po krychli (Podle [Kop].)

Problém 1:
Kolik nejkratsich cest z bodu S vede do vSech ! 4

viditelnych vrchol tii krychli?

Problém 2:
Zjisti pocet nejkratSich cest z bodu S do

vSech viditelnych bodid (vrcholt) dvou vrstev
krychli.

stavivosti se vénuje Perny (viz [Pe]).

Teorie graft mize byt uziteCna i pfi vytvareni obrazci a tvard,
které vyhovuji dané podmince. Vnasi do postupu feseni urcity rad
a tim umozZnuje systematické urceni vSech pripadi reSeni — viz
nasledujici ulohu.
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Uloha 5

Prkénko, které ma 7 otvorl a je ze dvou stran nafiz-

nuté (obr. 6), se ma rozdélit na dva dily, které budou o [ .
po otoceni o 180° stejné (rotaéné shodné). Délici fezy e o o
musi prochazet bud po sméru stran &tverclt podle o B
sité otvor1, nebo po thlopfi¢kach téchto ¢tverct. Jak Obr. 6

muze fez vypadat?
Reseni

Je zfejmé, Ze ma-li byt fez rotaéné symetricky, je mozné jej pro-
vadét pouze z jedné strany (napf. shora) a zdola se pak musi
symetricky opakovat (obr. 7). Situace, které jsou symetrické podle
svislé osy (zrcadlova feSeni), mizeme vynechat.

-1

. - - . [ . .
LN 2 4 L4 .
. L] L4 L] . . L

Obréazek 7: Rezy prkénka

Uloha 6
Z danych Sesti dili sestavte ¢tverec 5 x 5.

Resent

Jedno z moznych feSeni vidime na obr. 8. Otacenim o 90 ziskame
zfejmé dalsi t¥i feSeni. ,,Grafové kédovani“ umozni kazdému z dila
pritadit graf. Ctveretku odpovida uzel, dva uzly spojime hranou
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tehdy, pokud maji ¢tverecky spoleénou stranu. Pro lep$i ndzornost
jsou piislusné grafy umistény pfimo do daného dilu (obr.9).

Obrazek 8: Obrazek 9: Grafové kddovani
Ctverec

Ulohu je mozno pfeformulovat nésledovné: do &tvercové sité
tvorené 25 body umistéte 6 danych grafi tak, aby Zadné dva ne-
mély ani jeden spolefny uzel a byly vyuzity vSechny body dané
sité.

YO e T LT
t};j it E“LQ 5238

Obrazek 10: Umisténi grafi v siti bodi

Vybé&r néasledujicich dvou tloh byl inspirovan [Pl].

Uloha 7
Jak simulovat hod klasickou hraci kostkou?

Problém 1:

Klasicka hraci kostka ma pravidelny tvar krychle, na kazdé sténé
je jedno z éisel 1, 2, 3, 4, 5, 6. Pfedstavme si, Ze kostku ztra-
time a potfebujeme simulovat hod kostkou pomoci 4 kouli rizné
barvy. Koule umistime do urny a tahneme 2 z nich. TaZené koule
nevracime zpét.
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Resent

Probléem 2:
Mame k dispozici 4 stejné koule. Jak je mozné nyni simulovat hod
kostkou?

Resent
Odislujeme koule tak, aby pfi vzajemné kombinaci ¢isel bylo mozno
ziskat éislice 1 aZ 6. Tahneme 2 koule bez vraceni.

tahneme
dvékoule TP g
bez vraceni

Problém 3:
K dispozici mame 3 koule riizné barvy. Jak nyni miZeme simulovat
hod kostkou?

Resent
Zalezi na pofadi, v jakém bude koule taZena, coZ demonstrujeme
orientovanym grafem.

Poradi taZenych kouli je dano Sipkou
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Uloha 8: Pravdépodobnost vyhry

Problém 1:
V urné jsou 3 Cerné a 2 Cervené koule. Vytdhneme 2 koule (taZené
koule nevracime do urny):
Petr (P) vyhréava, jsou-li obé& taZené koule stejné barvy.
Milan (M) vyhrava, jsou-li ob& taZené koule rtizné barvy.
Ktery z hochli ma vétsi Sanci vyhrat?

vét3i Jance na vyhru — .

Problém 2: ,

V urné jsou 2 Cervené a 1 ¢erna koule. Podminky vyhry pro Petra
a Milana jsou stejné jako v pfedchozim problému. Ktery z hochti
ma vétsi Sanci vyhrat?

Reseni

tahneme 2 koule
bez waceni

Vétsi Sanci na vyhru ma Milan.
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Problém 3:
Jakou kouli musime pfidat do urny, aby hra byla spravedliva?

Resent

M. . .4 moZnosti M. ..3 mozZnosti
P...2 moznosti P...3 mozZnosti
Nespravedliva hra Spravedliva hra
(vétsi S8anci ma Milan) (S8ance na vyhru jsou stejné)
Uloha 9

Nachéazi$ se v Podébradech. Rozhodl/a ses navstivit vSechna uve-
dend mésta na planku. Chce$ vyuZit pouze vyznacenych silnic
hlavnich sméri dopravy a nehodlas projizdét mésty vicekrat.

a) Zakresli pfimo do obrazku pomoci Sipek smér jizdy. Zacinas
v Podébradech.

b) Je moZné, abys projel/a vSemi vyznaenymi silnicemi pfitom
navstivil/a kazdé mésto pouze jednou?
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Reseni

a) V podstaté se jedna o sestrojeni tzv. hamiltonovské kruznice
v daném grafu. Na obrazku je kruZnice umisténa pfimo do
mapky.

b) Jde o moZnost sestrojeni grafu jednim tahem, coZ v tomto
piipad€ nelze. Pocet uzli lichého stupné prevysuje 2.

Uloha 10

Predstav si, Ze jsi privodcem na zamku. Uréité vi§, Ze se nesmi
v jednotlivych komnatach zbyteéné chodit, aby nedoslo k jejich
poskozeni. MaS provést skupinu turisti vSemi komnatami podle
planku, ktery je nakresleny dole. Zadinate v mistnosti ¢. 1, mate
projit kazdymi vnitfnimi dvefmi nejvySe jednou a vyjit mate z
mistnosti ¢. 8. Do jedné mistnosti se mize vstoupit vickrat, ale ve
tvém zajmu je, aby vstupl bylo co nejméné.

a) Najdi trasu prohlidky.

b) Je moZné zalit v mistnosti &. 1 a vyjit z mistnosti ¢. 8 tak,
abychom prosli vSemi dvefmi praveé jednou? Pokud to nejde,
Slo by nékde pridélat dalsi dvere, aby to $lo?

Reseni
Jedna z moznosti, jak prekreslit planek zamku, je na nasledujicim
obrazku. Pomoci tohoto grafu je mozné nalézt smér prohlidky.

] ‘ ? " ()
'+ | o o o

W
T 1

Uzly grafu jsou shodné oéislované s mistnostmi, hrana grafu
odpovida spojovacim dvefim. Uzel oznadeny jako ,,0“ odpovida
vnéjSimu okoli, odkud je mozZné vstoupit, resp. vystoupit z mist-
nosti ¢. 1 a 8.

Mozna trasa prohlidky: 0-1-4-5-6-3-2-4-7-8-0.
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Podminku b) nelze dodrZet; v grafu se nachazeji dva uzly li-
chého stupné 5, 6 — jeden z nich by musel byt vstupni a druhy
vystupni. Dvefe nutno pfidélat tak, aby vSechny uzly mély napf.
sudy stuperi. Jedna z moznosti je na obrazku vyznacena silnéji.
Dalsi krok spodiva v tomto pfipadé v nalezeni eulerovského uza-
vieného tahu; 0-1-4-2-3-6-5-4-7-8-6-5-8-0. '

O—C

Uloha 11: Sportovni soutéze

Problém 1:
Na turnaji ve volejbale hraje Sest druzstev systémem kazdy s kaz-
dym jeden zapas. Kolik zapast se celkem odehraje?

Reseni

Jde o vvtvoreni uplného neorientovaného
grafu na osti uzlech, jak ukazuje obrazek —
pocet hran je 15. Pfi vypodtu je mozné vyuzit

kombinaénich &isel: (g) = 15.

Problém 2:

Do soutéze v kosikové bylo zapojeno 7 druzstev ze 7 riznych mést.
Kolik zapasti bylo sehrano, kdyz se hralo v sidelnim mésté kazdého
druzstva?

Resent

Jednd se o vytvofeni Uplného orientovaného
grafu. Vzhledem k podminkam ilohy jsou
Sipky obousmérné. Celkovy podet zdpasi je &=
dvojnasobny , tj. 2 (}) = 42.
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Uloha 12
Predstav si, Ze kropici viiz mé4 projet mést- | II
skymi ulicemi uvedenymi na obrazku. Aby ]
byly néklady na kropeni ulic co nejmensi, bylo L—I’J

by Gcelné, aby kropici viz projel kazdou ulici

pokud mozZno jen jednou. |BS:

a) Podafi se kropicimu autu projet kazdou DD

ulici pouze jednou? ﬁ |

b) Dal by se planek prekreslit jednodussim
zpusobem?

Stanovisté vozlt

Reseni
Piekreslenim planku A pomoci grafu B zjistime, Ze se jedna o ha-
miltonovsky graf. Prijezd méstem je na schématu C. (Podle [Op].)

A 8 Y

N

B v

stanavisth kropicich vozl

Uloha 13: Jednotazky

Problém 1:

Urcité jsi jiz nékdy kreslil/a néjaké obrazky jednim tahem. Podivej
se na nasledujici obrazky a zakrouzkuj ty z nich, které se ti podari
jednim tahem nakreslit.

Resend
Ve vSech pfipadech se jedna o hledani eulerovského tahu.

---------------------
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Problém 2:

Mirek velmi rad a ¢asto pomaha mamince s véSenim pradla. Po-
kazdé natahuje $nidru znovu na koliky, které pfibira nebo ubira,
rozestavuje a tvofi nové obrazce. Pradlo potiebuje misto a Stira

nesmi jit nikde dvojmo. MuZe vytvorit vSechny obrazce, které si
ptedkreslil (viz obr. 1 azZ 3)?

Resent

Opét se jedna o nalezeni eulerovského tahu v daném grafu. Vy-
tvorit lze prvni dva obrazce.

Obrl Cbr2 Obr.3

Uloha 14: Hod minci

Problém 1:

Héazime dvéma stejnymi mincemi. Je vétsi pravdépodobnost, Ze
po dopadu bude na obou mincich totéZ (Rub — znak nebo Lic -
¢islo) nebo Ze na kaZzdé minci bude néco jiného?

Reseni
Pravdépodobnost je stejna; pocet smiSenych dvojic typu RL a
dvojic ,stejnorodych“ LL a RR je shodny.

/‘
' .

Probléem 2:
Hazime nyni jednou minci dvakrat. Rozhodni, ktera z moznosti je
pravdépodobné&;jsi:
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1. padne dvakrat totéz, tj. 2krat znak nebo 2krat &islo
2. pfi kazdém hodu padne néco jiného

Reseni

Obé moznosti jsou stejné pravdépodobné, /

jak ukazuje obrazek. Polet vzijemnych

ystejnorodych“ kombinaci LL, RR je 2,

yhestejnorodych“ RL také 2. \
®

Uloha 15
Pies feku Pregel vede sedm mosti, z nichZ pét vede na ostrov (O).
Situace je zakreslena na obréazku.

1. Bylo by mozné udélat takovou prochazku, pfi niz by se
vSechny mosty piesly pouze jednou a Zadny nebyl vynechan?
Svoji odpovéd zdivodni.

2. Jak musime jit, kdyz ma prochazka zalit a skonéit v bodé
A, zZadny most se nesmi vynechat a co nejméné mostli se ma
projit dvakrat?

Resent

Obrazek je mozné prekreslit pomoci grafu, kde hrany odpovidaji
mostim a jednotlivé oblasti, které reka vzajemné odd€luje jsou
uzly. Ostrov a vychozi misto jsou v grafu shodné oznacené.

A

1. Hleddme eulerovsky tah. Ten vSak vzhledem ke stupitm
jednotlivych uzli neexistuje, tedy prochazka mozna neni.

2. Mozné feseni je vyznaceno pfimo do grafu.
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