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PROJEKT ,,SROVNAVACI GEOMETRIE*
(ROVINA - SFERA - HEMISFERA)

ISTVAN LENART

Clanek seznamuje tenaie s autorovym projektem vyuky geo-
metrie zaloZzené na srovnavani geometrie roviny, geometrie
sféry! a modelu hyperbolické geometrie.

1. Popis projektu

Svét geometrickych pojmt a vztahl je Zakim oteviran v kon-
struktivistickém duchu pomoci tloh. K jejich feSeni pouziva zak
predevsim rysovaci nastroje, v pfipadé potieby i poc¢itacovou tech-
niku. Ulohy jsou jak z prostfedi eukleidovské geometrie, tak z geo-
metrie sféry a n€kdy i z hyperbolické geometrie modelované na
hemisfére.

Projekt nepfedpoklada Zadné pfedchozi znalosti geometrie sfé-
ry, pouze bézné Zivotni zkuSenosti, které ma s tvarem koule jiz zak
zékladni Skoly. Od ucitele se ocekavaji znalosti tradi¢ni stfedoskol-
ské geometrie a znalosti soufadnic na glébusu.

V prvni etapé vyuky pfevazuji tlohy o eukleidovské roviné
provazené paralelnimi tilohami na sféfe. AZ pozdéji, u zakl ctr-
nactiletych, se za¢nou objevovat ulohy o hemisfére.

Pfi porovnavani planimetrie a sférické geometrie je z pedago-
gického hlediska patrné nejdilezit€j§im momentem urcitd zména
mysleni, pfekroceni jisté hranice, okamzik rozpoznani hranic zazi-
tého zplisobu nazirani a opravnénosti existence vice zpisobi uva-
zovani. Hyperbolickd geometrie rozsifuje a dopliiuje poznatky a
zkuSenosti z prvych dvou typti geometrii. Pro¢ jsme si mezi mo-
dely hyperbolické geometrie zvolili misto otevieného kruhu nebo

1 Misto ,plocha kulovad“ pouzivime struén&j$i z feétiny prevzaty termin
ysféra®“ a misto ,polovina plochy kulové“ pouzivime ,hemisféra®.
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oteviené poloroviny pravé model polokoule? Model polokoule velmi
nazorné demonstruje pojmy jako hyperbolicka pfimka, kruh, mé-
feni 1hli atd. Navic pfi praci s modelem polokoule lze vyborné
vyuZzit zkuSenosti ze sférické geometrie. Je znamo, Ze u vétSiny
studentli se zkuSenosti z planimetrie omezuji na eukleidovskou
geometrii. Naproti tomu polokoule, pravé pro svou odlisnost od
roviny, je k pfedstaveni nového geometrického systému vhodné;jsi,
nez kdybychom museli jiz zazité planimetrické pojmy a modely
znovu definovat v ramci jiného systému axiomii. Kromé toho hraje
sféricka geometrie dilezitou ulohu nejen v matematice, ale i v geo-
grafii, astronomii, fyzice, v technickych védach, v riznych odvét-
vich uméni, ve stavitelstvi a architektufe, v designu atd.

Cilem projektu je, aby

e pfinesl studentiim radost, naucil je milovat geometrii a mys-
leni,

e studenti lépe pochopili eukleidovskou planimetrii cestou pro-
tipfikladi a odhalovani hranic platnosti jednotlivych po-
znatka,

e vedl studenty k samostatnému objevovani systemizace védni
discipliny, ktera slouZzi jako vychodisko pro moderni mate-
matiku a pro Cetné prirodni i spolecenské védy; aby v nich
probudil touhu po hledéani a nalezeni podstaty,

e ulil studenty propojovat manipulaéni aktivity a vyuziti vy-
pocetni techniky,

e rozvijel prostorové vidéni,

e pfiblizil studentiim zadklady hyperbolické geometrie tak di-
lezité v moderni fyzice a jinych védach a rozptylil mysticky
yopar®, v némz je toto téma zahaleno,

e péstoval toleranci vii¢i jinému pohledu a odlisnému zpisobu
uvazovani, rozvijel komunikaéni schopnosti a schopnost kul-
tivované diskuse.
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Projekt vyuZiva vyukové pomiicky s ndzvem Lénart Sphere.
Zéci kresli a mé&¥i na povrchu prithledné koule, ktera je velka asi
jako fotbalovy mi¢, nebo na hemisférické félii, tzv. naértniku, ktery
se da upevnit na kouli. Na kouli 1ze zkonstruovat hlavni kruznice
pomoci sférického méFitko-ihloméru (viz obr. 1) a sférické kruz-
nice libovolného poloméru pomoci sférického kruzitka (viz obr. 2).
Navic lze pomoci obalu , Ziv4 planeta® kouli zménit na globus, na
ktery se da kreslit.

V nasledujicim oddile budeme ilustrovat nékteré partie pro-
jektu ,,Srovnavaci geometrie”.

Obr. 1 " Obr. 2

2. Porovnani nékterych geometrickych objektu ve tfech
geometriich

Geometrii eukleidovské roviny E ¢tenaf zna. Sféricka geomet-
rie S (geometrie na povrchu koule), kterd jesté pred Sedesati lety
patiila k vrcholnym partiim gymnazialni matematiky, se dnes uci
jen v nékterych vysokoskolskych specializacich. Nicméné Zivotni
zkuSenosti s kouli mame vSichni a ty ndm ke sledovani dalsiho
textu postaci. Nejnaro¢néjsi bude geometrie hyperbolicka H, kte-
rou budeme zkoumat na hemisférickém modelu. Sféru rozdélime
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rovnikem na dvé hemisféry, severni a jizni. VSechny body severni
hemisféry, bez rovniku, budeme povaZovat za body hyperbolické
roviny H.

Primky a svazek pfimek

Pfimku v eukleidovské roviné F zname. Na sféie S bude roli
pfimky hrat kazda hlavni kruznice, tedy fez sféry rovinou procha-
zejici stfedem sféry. , P¥imkou“ na hemisféfe H budeme rozumét
kazdou polokruznici, kterd je fezem hemisféry a roviny kolmé na
rovinu rovniku (viz obr. 3). Slovo ,,pfimka“ budeme v dal$im textu
pouzivat ve tfech raznych
kontextech. V E je ,pfim-
kou“ obycejna pfimka, na
sfére S je ,,pfimkou“ hlavni
kruznice, na hemisfére H
je ,primkou“ polokruznice
kolmé na rovnik. Tam, kde
hrozi nedorozuméni, upres-
nime v jakém kontextu slo- L
vo ,pfimka“ pouZivame. Obr. 3

Svazkem piimek v eukleidovské roviné F nazyvame mnozinu
vSech pfimek roviny, které prochazeji jednim, pevné zvolenym bo-
dem. V tomto ¢lanku budeme svazkem pfimek v E nazyvat i mno-
zinu vSech pfimek roviny F, které jsou rovnobézné s jednou, pevné
zvolenou pfimkou.

Svazkem pfimek (hlavnich
kruznic) na sféfe S nazyvame
mnozinu vsSech fezi sféry ro-
vinami prochéazejicimi jednim
pevné zvolenym bodem sféry (viz
obr. 4). Dodejme, Ze v roviné
E existuji dva druhy svazki
(prochézejici bodem a rovnobézné
s pfimkou), ale na sféfe S existuje
jen jeden druh svazku.

Obr.4
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Na hemisféfe H existuji ¢tyfi druhy svazkl pfimek. Prvni tfi
popiSeme pomoci pfimky kolmé na rovinu rovniku. Necht tedy p
je jakakoli pfimka kolma na rovinu rovniku hemisféry. Mnozina
vSech fezli hemisféry rovinami prochazejicimi touto pfimkou vy-
tvoii svazek pfimek (polokruznic) na H. Podle toho, zda prisecik
pfimky p s rovinou rovniku lezi a) uvnitf, b) na, ¢) vné kruznice
rovniku, budeme dany svazek pfimek nazyvat svazkem prvniho
(viz obr. 5), druhého (viz obr. 6), nebo tfetiho (viz obr. 3) druhu.
Svazek pfimek ¢tvrtého druhu tvoii vSechny polokruznice, které
jsou fezy hemisféry rovinami rovnobéznymi s jednou, pevné da-
nou rovinou kolmou na rovinu rovniku. Nadale budeme svazek
¢tvrtého druhu povazovat za svazek tfetiho druhu.
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Neprotinajici se primky, rovnobéznost

Situace v E je zndzornéna na obr. 7. Zde vidime svazek proti-
najicich se pfimek a dal$i pfimku mimo tento svazek. Otazka zni,
kolik pfimek najdeme ve svazku, které neprotinaji pfimku lezici
vné svazku? Existuje pravé jedna piimka tohoto typu a nazyvame
ji rovnobézka (na obrazku je nakreslena tmavsi barvou). Vsechny
ostatni pfimky svazku danou pfimku protinaji.

Obr.7 Obr. 8

Svazky primek na sféfe S se chovaji jinak, protoze vSechny
pfimky ve svazku protinaji danou pfimku mimo tento svazek, jak
je ukdzano na obr. 8. TakZe na kouli neexistuji Zzadné rovnobézné
primky.

Jak to vypada na hemisfére
H? Vsechny pfimky ve svazku,
které jsou ve svétlé oblasti
na obr. 9, protinaji pfimku
vné svazku. OvSem vSechny
pfimky ve svazku, které jsou
v tmavs$i oblasti nebo na je-
jim okraji, tuto pfimku nepro-
tnou. V této geometrii existuje
nekone¢né mnoho neprotinaji-
cich se pfimek! Obr.9
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Vzdalenost

V roviné F umime porovnat délku jakychkoli dvou usecek.
Chceme-li méfit, musime zavést jednotku — jednu usecku prohla-
sime za jednotkovou. Na sféfe S je délka hlavni kruZnice dana
vztahem [ = 27r. Tedy zde ma kazda piimka konecnou délku.

Useckou na sféfe je oblouk
hlavni kruznice a jeho délka je
déana pomérem k délce primky.
Naptiklad délka usecky, jejiz
jeden koncovy bod je pdl a
druhy lezi na rovniku, je 7r/2.
Na obr. 10 vidime 16 usecek
s poly jako spolecnymi kon-
covymi body. Kazda z téchto
usecek je ,teCkami“ délena na
6 shodnych dila délky 7nr/6.

Obr. 10

Na hemisfére H je situace vyrazné odlisnd. Zatimco u prede-
Slych dvou pripadii, v geometriich E a S, bylo moZné pojem vzda-
lenosti opfit o Zivotni zkuSenost, u geometrie H nam zkuSenost
nepomiize. Zde kazda primka je polokruznici, jejiz koncové body
lezi na rovniku (ktery do H nepatii). Jestlize ted bude obyvatel
svéta H kracet po pfimce smérem k rovniku krokem konstantni
délky, bude se nam jeho chiize jevit jako zpomalujici se — kazdy
jeho nasledujici krok se
nadm bude jevit kratsi pred-
chazejictho (viz obr. 11).
Cim blize bude k rovniku,
tim kratsi se nam bude zdéat
jeho krok. K rovniku ni-
kdy nedojde. Na hemisfére
H, stejné jako v roviné E,
mé kazda primka nekoneé-
nou délku.

Obr. 11
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Velikost thlu dvou pfimek

V E méfime thly thlomérem. Mira thlu dvou pfimek v E je
¢islo z intervalu (0°,90°). RovnobéZné pfimky ,tvoii“ thel 0°.

Na S nebo H jsou piimky reprezentovany kruznicemi. Uhel
dvou takovych primek méfime tak, Ze ,normdalnim“ eukleidov-
skym thlomérem zméfime thel tecen k témto kruznicim v jejich
pruseciku. Tedy zde néas naSe intuice neklame, uhly vidime ta-
kové, jaké jsou v téchto geometriich (viz obr. 12 a 13). O dhlu
neprotinajicich se pfimek v geometrii H mluvit nebudeme.

e

Obr. 13
Dokonceni v pristim cisle
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