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BIRACIONALNI KUBICKA TRANSFORMACE

MiLADA KOSANDRLOVA

Pomoci jednoduchych konstrukci v roviné mizeme definovat
zajimavou transformaci, jejimz specidlnim piipadem je kruhova
inverze. Zakladni vlastnosti pravotuhlych trojuhelniki nam pomo-
hou k jejimu analytickému vyjadfeni, a to jak v kartézskych, tak
v polarnich soufadnicich. Vyuziti této transformace k sestrojovani
obrazkl bez pocitace by bylo téméf nemozné.

Co je biracionalni kubicka transformace

Bodem M|z;y| ve zvolené kartézské soustavé soufadnic ve-
deme rovnobézné pfimky s osami souradnic. Jejich priseciky A,
B uréuji pfimku p. Pro uréeni soufadnic paty M;[z1;y1] kolmice
z pocatku O na pfimku p vyuzijeme podobnosti a Eukleidovu vétu
o odvésné v pravouhlych trojihelnicich na obr. 1, tj.

|OM:| vy

= — = |OM,|2. 1
- |AB|’m1 yy1 = |OM;| (1)

Umocnime-li prvni rovnici na druhou a dosadime z druhé rov-
nosti, dostaneme vyjadfeni soufadnic bodu M; pomoci souradnic
bodu M
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Z Eukleidovy véty, viz (1), dostaneme pfimo i souradnice bodu M
pomoci soufadnic bodu M,

2 2 2 2
:L'=:I:1+y1 _$1+y1. (3)
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Obr. 1

Rovnicemi (2) a (3) je ddno vzdjemné jednoznacéné zobrazeni bodu
M a M; v roviné nazyvané biracionalni kubicka transfor-
mace.

Zopakujeme-li vySe uvedeny postup pro bod M;, tj. uréime
patu M, kolmice z pocatku O na tuhlopficku A;B; v obdélniku
OA; M, B, z pravouhlych trojihelnikl na obr. 1 je zfejmé, Ze bod
M lezi na poloptimce OM.

Dalsim analogickym postupem bychom dostali k bodu M, bod
M3. Bod M3 lezi na polopfimce OM;, atd.

Slozenim dvou transformaci M — M; a M; — M3 je kruhova
inverze o stfedu v pocatku O. Z obr.1 je

lOle . T

cosp = 7 " OM]

Odtud podle (1) dostavame
|OM||OM;| = 22y = |OMy|* = 2% + 4} = &,

kde k je koeficient inverze, viz napi. [1].
Proto bude vyhodné pro vyjadieni bodd M a M; v transfor-
macich (2) a (3) vyuZit polarni soufadnice. Oznacime

M(ocos ¢, osing], M[e1 cos p1, o1 sin p1].
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Ptitom (viz obr. 1) je ziejmé, Ze plati ¢; = § — ¢. Dosazenim do
rovnic (2) a (3) (s vyuZitim vztahu mezi ob&ma thly a soudto-
vych vzorcil) dostaneme vyjadieni obou transformaci v poldrnich
soutfadnicich

01
sin 1 cos ¢

0= , 01 = @sinpcos . (4)

Obraz primky

Necht mnozina bodi M [z;y| je ddna rovnici
ar +by+c=0. (5)

Po dosazeni zobrazovacich rovnic (3) a Gpravé dostavame vy-
jadfeni mnoziny jejich obrazi M, |[z;;yi]

(ay1 + bz1)(z] + i) + czry1 = 0. (6)

Obr. 2

K¥ivka dand rovnici (6) se nazyva zobecnéna strofoida, nebo
také strofoidala.

Je-li a, resp. b rovno nule, je strofoidéla (6) kruznice dotykajici
se 0sy x, resp. osy ¥.
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Je-li ¢ = 0, potom strofoidila (6) je pfimka soumérna s pfim-
kou (5) podle osy toho kvadrantu, ve kterém lezi pfimka (5).
Pro grafické znazornéni budou vyhodnéjsi polarni souradnice.
Rovnice (6) strofoidaly, obr. 2, bude mit tvar
—C sin; cos Y,
a sing; +b cosyp;

Obraz kruzZnice

Do rovnice kruznice
4yl —ax—by—c=0 (7)
dosadime zobrazovaci rovnice (3). Pak pro obraz kruznice (7) plati

(22 +y3)° — (2% + yd)(ay1 + bz1)T191 — eyt =0. (8)

Obr. 3a Obr. 3b

1. a=b0=0,e>0
Rovnici (7) je uréena kruZnice o stiedu v poéatku a polo-
méru +/c. Rovnici (8) je urdena &tyflista riizice, obr. 3a. Jeji
rovnice v polarnich soufadnicich je

=¥C gn2
91—23 P1-
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2. e=a=0310
Rovnici (7) je uréena kruznice se stfedem na ose prvniho
kvadrantu jdouci poc¢atkem O, rovnice v polarnich sourad-
nicich je o = a(sin + cos p).
Rovnici (8) je uréen trojlist (trifolium), obr.3b, s polarni
rovnici

a, . _
o = 3 (siny; + cos¢y) sin2¢; .

Obr. 4

8. c=b=0,a>0
Kruznice (7) prochéazi pocatkem a stfed mé na ose z, jeji
poléarni rovnice je ¢ = acosp.
Obraz je dvojlist, obr. 4, v polarnich souradnicich

0 = a sin? (1 COS Y7 .

Obraz nékterych kuzeloseéek

Necht je kuZeloseCka uréena rovnici

az® +y? — bz =0. 9)
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Obr. 6

Jeji obraz je dan rovnici

(21 +y1) (a1 + ay) = b1y} .

Pro a = 0 je rovnici (9) dadna parabola, v polarnich soufad-

b sin®
cos

nicich o =

, a jeji obraz je kissoida, obr.5, v polarnich
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souradnicich
o1=> cos® Q.

Obr. 7

Pro a > 0 je rovnici (9) urdena elipsa s polarni rovnici ¢ =

b cos )
=— i . Jeji obraz, obr. 6, je dvojlist s polarni rovnici
sin® ¢ + a2 cos? ¢

bsin? oy cos ¢y
(cos? ¢ + a2 sin® 1)

01 =

V2k
V/sin 2¢

Obrazem hyperboly zy = k (o = ) je Bernoulliova

lemniskata, obr. 7,

2k~
@ 49D =kmy, o = Yok i
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Analogicky bychom mohli pomoci rovnic (2) pro inverzni zob-
razeni hledat vzory k piimkam, kruznicim i kuzeloseckam, viz [2].
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