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PREČO SÚ NIEKTORÉ KOMBINATORICKÉ

ÚLOHY ŤAŽKÉ? (2)

MARTINA JANÁČKOVÁ

Dokončeníz minulého čísla

5.3. Úloha "Hokej"

Pri riešení úlohy "Hokej" je situácia ešte komplikovanej šia ,
Kým pri vypisovaní jednotlivých permutácií vo všetkých ostat­
ných úlohách zapisujem po každom priradení objektu pozícii len
jeden symbol (O alebo D, čiaru "nahor" alebo "vpravo" , jedno
z písmen A, B, C, D, E), v úlohe "Hokej" dva symboly (počet

gólov, ktoré dalo 1. mužstvo i počet gólov, ktoré dalo 2. mužstvo) .
Okrem toho treba zobrať do úvahy predchádzajúci gólový stav,
na ktorý treba nadviazať. Nestačí teda uvažovať len o tom, ktoré
mužstvo dalo gól, ale tento treba pripočítaťk výslednému stavu po
predchádzajúcom góle. Obe skutočnosti zapríčiňujú, že priebehy
zápasov sú na 1. pohľad neprehľadné. Tým sa systematické vypiso­
vanie permutácií bez možnej spatnej kontroly stáva náročné . Žiak
preto radšej volí len nejaký - na vonkajších znakoch založený ­
menej dokonalý systém. Dokazuje to aj komentár Martiny k jej po­
stupu pri riešení tejto úlohy (obr. 2). V hranatých zátvorkách uvá­
dzame časť riešenia, na ktoré žiačka v danom momente ukazovala :
"Najprv som začínala, že S01n si ich rozdelila na prvé a druhé druž­
stvo. Najsk8r vyhrávalo prvé družstvo a druhé sa to snažilo dorov­
nat. [1. riadok] Potom som dala tak, že sa naháňali viac-menej. Že
dal prvý, potom to dorovnal [1:1, 2. riadok], potom dal znova ten
[1:2], zas dorovnal [2:2] a tak. Tu som si dala preskakovano. Tento
dal prvý gól [O: 1], ten dal tiež - dorovnal [1:1], ale vzápatí na to dal
d'alší gól [2: 1], tento ich vzápatí dobehol [2:2] a vzapatí znova dal
o gól viac [2:3]. To isté som urobila tu, lenže opačne [4. riadok]."
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Obr. 2
Pre ďalšie úvahy bola pre nás podnetná 1. Martinina veta:

". .. som si ich rozdelila na prvé a druhé družstvo." Domnievame
sa, že nejde o uvedomenie si dvoch aktérov úlohy (1. a 2. družstvo),
ale ňou popisuje rozdelenie riešenia úlohy na dve časti: 1. "Hl'a­
daj všetky možnosti, keď prvý gól dá prvé družstvo", 2. "Hradaj
všetky možnosti, keď prvý gól dá druhé družstvo".· Takýto po­
stup sa vyskytol v piatich riešeniach. Domnievame sa, že žiak má
potrebu vniesť do neprehl'adnej množiny priebehov všetkých zá­
pasov určitý systém. Už prvý krok - ktoré mužstvo dalo 1. gól ­
umožňuje členiť všetky priebehy na dve podmnožiny, čím súčasne

dochádza k transformácií úlohy na dve úlohy s menšou pracovnou
množinou a tým aj k jej zjednodušeniu. Častým (5 zo 6 riešení)
sprievodným javom bolo však to, že žiaci pri hladaní priebehov
všetkých zápasov druhej skupiny v poradí (v tomto prípade ide
o zápasy, keď 1. gól dalo 2. družstvo) napodobňujúpriebeh zápa­
sov prvej skupiny s výnimkou prvého kroku: "To isté som urobila
tu, lenže opačne." Dóvodom maže byť zdanie, že "ak je možnosť,

že dá prvý gól 1. družstvo s možnosťou, že najskór bude skóro­
vať 2. družstvo rovnocenná, potom budú rovnocenné aj obe sku­
piny zápasov". Tento spósob tvorby možností je tiež nenáročný

na rozmýšlanie, pričom jeho aplikáciou vznikajú permutácie nové.
V prípade, že v 1. skupine neboli vyčerpanévšetky možnosti a ani
pri asymetrických úlohách (počet riešení 1. skupiny sa odlišuje od
počtu 2. skupiny) však ku komplet nému riešeniu zvyčajne nevedie.

Z rovnakého dóvodu nevedie k úspechu ani samotné uplatnenie
myšlienky, že počet zápasov v oboch skupinách bude rovnaký.
Predpokladanie symetrie, či už počtu zápasov alebo samotných
priebehov v jednotlivých skupinách, je očividné v Janinom riešení:
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Obr. 3
V priebehu (d) je zamenené každé družstvo, ktoré v priebehu

zápasu (a) skórovalo, za opačné až po 5. gól v poradí, kde už zmena
nebola z dóvodu presne stanoveného počtu gólov 1. a 2. družstva
možná. Podobný vzťah je aj medzi priebehmi (e) a (b). Priebeh
(f) je nedokončený a preškrtnutý. Jedno zo zd óvodnení t akéhoto
javu by mohlo byť práve to, že Jana možnosti (d)-(f) vytvára
popísaným spósobom podl'a možností (a)- (c) (symet ria priebe­
hov v skupinách). Tým má však skupina zápasov, kde dalo 1. gól
2. družst vo, o priebeh menej. Po prestávke pripisuje priebeh (g) .
V zápatí sa pýta: ,,8esť ich je tých možností?" K našim úvahám
o tendencii zachovať rovnaký počet permutácií v oboch skupinách
nás priviedli 3 postrehy:

1. Jana sa neuspokojila s vypísanými priebehmi (a)-(e) , hoci
podl'a systému, ktorým boli vytvárané, už ďalšie neexistujú.

2. Priebeh (g) začína gólom 2. družstva ako aj (d) a (e) .

3. Zopakovaním predchádzajúceho postupu by mohla vytvo­
riť další priebeh ((h)), ale neurobí to a riešenie vyhlási za
konečné .

Na základe týchto postrehov sa domniavame, že menší po­
čet zápasov v 2. skupine ((d)-(e)) vyvolalo potrebu t úto doplniť

o jeden zápas, ktorý začína gólom 2. družstva. Vieme si predsta­
viť, že že okončenie riešenia sa mohlo riadiť nasledovnou úvahou:
"Ked'že zápasy 1. skupiny boli vypísané systematicky, táto sku­
pina je z hl'adiska vypísania všetkých možností vyčerpaná. Z do­
vodu symetrie 2. skupina tiež. Toto sú teda všetky možnosti."
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Všetky spomínané aspekty móžu prispievať k tomu, že riešenia
úlohy "Hokej" sa budú vyznačovať nižšou úspešnosťou z hradiska
vypísania všetkých možností než riešenia všetkých ostatných úloh.

6. ZAVER
Hoci žiaci riešili úlohy, ktoré boli z matematického hradiska

identické, príslušné riešenia jednotlivých úloh sa od seba odlišo­
vali počtom nájdených možností i ich poradím. Naše pozorovania
sú v súlade s pozorovaniami iných autorov (Bauersfeld [1], English
[9], Hefendehl-Hebeker a Tčrner [10], Trner [28] ... ) (vid' kapi­
tola 2). Domnievame sa, že tieto rozdiely móžu byť podmienené
viacerými skutočnosťami,napr.:

• či ide o úlohu, u ktorej je zrejmá príslušnosť k niektorému
zo základných typov úloh

• grafickým znázornením prostredia úlohy

• či zadanie úlohy navádza k prehl'adnému zápisu jednotlivých
možností a pod.

Tým sme zoznam faktorov vplývajúcich na úspešnosť riešenia roz­
šírili o ďalšie potenciálne položky.

Neúspešnosťou spomedzi ostatných vynikla najma úloha "Ho­
kej". Myslíme si, že príčina tohoto javu tkvie v spósobe zápisu
riešenia. Ukazuje sa, že žiaci gymnázia majú tendenciu vypisovať

možnosti podla určitého systému. Aby tento mohli dodržať, je po­
trebné udržiavať prehl'adnosť v tom, čo je už objavené. Kým zo
zápisu riešenia v úlohe "Priehradky" je na prvý pohl'ad zrejmé,
ktorými spósobmi už gule boli do priehradiek uložené, v úlohe
"Hokej" sa táto prehľadnosťstráca. Totiž to, čo klasifikujeme (góly
jednotlivých družstiev), sa priamo v zápise nevyskytuje. Zapísané
je iba skóre pred a po nejakom góle resp. zmena skóre, ktorú tento
gól spósobil. Jde teda len o akýsi opisný spósob zápisu udalostí,
ktoré však samé nie sú reprezentované. Gól je reprezentovaný len
nepriamo, implicitne. Nakolko riešenie úlohy typu "Hokej" poža­
duje popísanú postupnú klasifkáciu úkonov (udalostí, činností),

rozhodli sme sa ju pomenovať ako "klasifikácia implicitných kro­
kov" .



PREČO SÚ NIEKTORÉ KOMBINATORICKÉ ÚLOHY ŤAŽKÉ? 215

V blízkej budúcnosti plánujeme uskutečnit podobný výskum
na širšej vzorke, a teda zistiť, do akej miery sú výsledky našej
sondy štatisticky relevantné. Tiež by bolo zaujímavé vyskúmať,

za akých podmienok, prípadne v akom veku respondentov, sa chy­
bovosť úlohy "Hokej" v populácii dostane do blízkosti chybovosti
matematicky izomorfných úloh.

Uvádzaná kvalitatívna analýza mala za ciel' získať podkladové
informácie pre štatistický výskum. Pre učitel'ov má uskutočňo­

vanie podobných analýz aj ďalší význam - núti nás vcítiť sa do
myslenia žiakov. Vedieť, čo sa deje v hlave žiaka, keď rieši úlohu,
je jedna z dóležitých podmienok pre poskytnutie účinnej pomoci­
žiakom v pedagogickej praxi.
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