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NEROVNOSTI - KORENI I NASTROJ
MATEMATICKE ANALYZY

PAVEL DRABEK

1. Uvod

V tomto piispévku uvedeme dvé zajimavé aplikace znamych
nerovnosti. Jde jednak o tzv. Cauchyovu'-Schwarzovu?-Buniakow-
ského® nerovnost a dale pak o nerovnost mezi geometrickym a
aritmetickym primérem. Pro uplnost zde podame také dikazy
téchto nerovnosti. U té druhé pfedvedeme dokonce dikazy dva,
nebot kazdy z nich nabizi trochu jiny pohled na véc.

Rizné typy nerovnosti jsou zadkladnim nastrojem matematické
analyzy. S trochou nadsazky to vystihuje nésledujici vyrok
G. H. Hardyho* (ktery ve své inauguraéni prednasce jakozto pre-
zident Londynské matematické spoleénosti citoval H. Bohra®):

Vsichni analytici travi polovinu svého casu tim, Ze v li-
terature hledaji nerovnosti, které chtéji pouZit a které
neuméji dokdzat.

Kromé uziteénosti fady nerovnosti je dilezita také jejich ,,ma-
tematickd krasa“. Ta se projevuje nejenom tim, Ze nerovnost sama
muze odkryt piekvapivé souvislosti mezi porovnavanymi velici-
nami, ale jeji ditkaz miZe predstavovat zajimavou a elegantni me-
todu.

1 Augustin Cauchy, 1789-1857, francouzsky matematik.

2He‘rma,n Amadeus Schwarz, 1843-1921, némecky matematik.

3Viktor Jakovlevi¢ Buniakowski, 1882-1925, rusky matematik.

4Godfrey Harold Hardy,1877-1947, anglicky matematik.

SHarald Bohr, 1887-1951, dansky matematik a mladsi bratr fyzika Nielse
Bohra.
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2. Zakladni nerovnosti

Pismenem V budeme znadit redlny vektorovy prostor, tu¢nymi
pismeny a, b budeme znadit jeho prvky. Budeme pfedpokladat, Ze
na prostoru V je definovan skalarni soucin dvou prvkia < a,b > a
norma prvku ||a|| = /< a,a >. Ctenaf si mtze pfedstavit, ze V =
= R" (N - dimenzionélni eukleidovsky prostor), a = (a1,...,a,)
a<ab>=aib+...4+anbn,.

Véta 2.1 (Cauchy, Schwarz, Buniakowski). Pro kaZdé a,b € V
plati

| <a,b>|< |al|b]. (1)
Rovnost nastdvd pravé tehdy, kdyZ a a b jsou linedrné zdvislé
pruky, tj. existuje t € R takové, Ze b = ta.
Dikaz. Uvazujme kvadratickou funkci f: R — R definovanou
predpisem

f(z) := |za + b||? = z?||a||® + 2z < a,b > +||b||>.

Predpokladejme, 7e a # o (v pfipadé a = o v (1) plati rovnost
pro libovolné b € V).

Je-li b = ta pro ngjaké t € R, potom | < a,b > | = |t| < a,a >=
= ||t|lllal|? = ||a||||b]|, tj. v (1) plati rovnost. Jsou-li a a b linedrné
nezavislé prvky, plati pro kazdé x € R ostra nerovnost

|lza + b||? > 0.
Ta je ekvivalentni tomu, Ze diskriminant
<a,b>?—a?[b]?

je ostfe vétsi neZ nula a to je ekvivalentni ostré nerovnosti v (1).
|

Poznamka 2.1 Bystry ¢tendf si jisté v§iml, Ze pro platnost ne-
rovnosti (1) neni tfeba pfedpokladdat, Ze prostor V mé kone¢nou
dimenazi.

Véta 2.2 (geometricky a aritmeticky primér s vahami). Necht
1,02, ...,00,P1,D2,...,Pn jsou kladnd redlnd cisla takovd, Ze

n
> pi = 1. Potom plati

i=1
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ai*ab?...afl" < pia; +p2az + ...+ Pnan. (2)

Pritom rovnost v (2) nastdvd prdvé tehdy, kdyza; = ... = an.

Dukaz: Nésledujici dikaz byl podadn H. Alzerem [A]. Oznaéime
L := al'al?...aP" a P := pia; + p2az + ... + pna,. Bez Gjmy
na obecnosti miZeme predpokladat, Ze a; < ... < a,. Protoze
a; < L < ay, musi existovat k € {1,...,n — 1} takové, Ze ar <
< L < ay4+1. ProtoZe v8echny vyrazy za integraénim znamenim
.jsou nezaporné, plati

Zp,/<--—)dt+ Z p,/(——->dt>o (3)

i=k +1

Nerovnost (3) miZeme psat v ekvivalentnim tvaru

n ai 1 n ai 1
Zpi / Edt > Zpi/zdt-
=1 L 'l=1 L
Leva strana této nerovnosti je rovna

- a,;—-L_P
;Pi I _f—l’

zatimco prava strana je rovna

Zpi(log a; —log L) = log (H af‘) —log L = 0.

i=1 i=1

Odtud plyne il —12>0, neboli L < P.

L
V pfipadé, Ze nastava rovnost L = P, musi byt v (3) vSechny
integraly rovny nule, tj. a; = a; = ... = a, = L. Je-li naopak
n
aj = ... = an, plati zfejmé& L = P diky pfedpokladu > p; = 1.

i=1
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Dusledek 2.1 (geometricky a aritmeticky primér). Pro kladnd
redlnd cisla aq,. .., a, plati

Yajaz...a, <

a1 +ag+...+an
(4)

n
pricemzZ rovnost nastdvd pravé tehdy, kdyzZ a; = ... = a,.
Dukaz: Ve vété 2.2 stacéi polozit p; = %,i =1,.,.,%

Dusledek 2.2: (harmonicky a geometricky primér). Pro kladnd
redlnd cisla ay,...,an, plati

n
< Majas a
1 1 1 — I ) n,
ai +a2 S an
pricemzZ rovnost nastdva pravé tehdy, kdyzZ a1 = ... = an.
Diikaz: V Dusledku 2.1 stadi uvazovat %, ..., == mistoay,...,an.
n

Poznamka 2.2 Pro informaci uvedeme je$té ponékud nestan-
dardni dikaz nerovnosti (4) matematickou indukci, ktery je pfi-
pisovan Cauchymu ([AZ], [PS]). Ozna¢me symbolem P(u) vyrok,
ktery je ekvivalentni nerovnosti (4):

a1 +az+...+an>"

alaz...ang( -

ai + as

Pron =2 je P(2) & ajas < & (a1 —az)? >0, co? je

pravdivy vyrok. Indukéni krok se nyni bude skladat ze dvou casti:
(i) P(n) = P(n—-1);
(ii) P(n) A P(2) = P(2n).

Je zfejmé, Ze z platnosti (i) a (ii) uZ plyne platnost P(n) pro
libovolné n € N. Stadi tedy dokézat (i) a (ii). PoloZime

n—1

Azzznafl.

k=1
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Potom

n—1

n—1 Yar+A
(H ak)A:(alaz...an_l)A < Eil——‘rT—— =
k=1 .

_ ((n— 1)A+A>" 4

()

n

kde nerovnost plati diky indukénimu pfedpokladu P(n) aplikova-

ném na n Cisel a1, as,...,a,—1,A. Ze vztahu (5) pak plyne
n—1 Z Ak
ap < APl = | =L
H k= n—1
k=1

tedy P(n — 1) je platny vyrok. Tim je dokazana implikace (i).
Dale plati

e 1) (1)< (52 (£.2)

on 2n S 2n
>, & > ak
k=1 k=1
- 2 2n
(6)
V prvni nerovnosti je pouzit dvakrat indukéni pfedpoklad P(n)
vzdy pro n Cisel: aj,...,a, a any1,...,a2,; ve druhé nerovnosti je
n 2n
pouzit indukéni pfedpoklad pro2 ¢isla ) %k a 3 2k, Vztah (6)
k=1 k=n+1

implikuje platnost vyroku P(2n), tj. implikace (ii) je také doké-
zana.
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3. Lokalizace korenu polynomu n-tého stupné

Jako aplikaci nerovnosti (1) uvedeme vysledek, ktery posky-
tuje odhad pro polohu kofent nékterych specidlnich polynom.

Véta 3.1 Predpoklddejme, Ze vSechny koteny polynomu
Po(z) :=2" +an_12" 1 +... 4 ag

jsou redlné. Potom tyto koreny leZi v uzavreném intervalu s kon-
covymi body

an-1  n-—1 2n
Zy1,2 := — nn -+ n \/0:21_1— n—lan—2 . (7)

Dukaz: Necht y je jeden z kofeni polynomu P, a y1,...,Yn—1
jsou koreny zbyvajici. Potom

Pa(z) = (2 —y)(@z—91)... (T — Yn-1)
a tedy
—Gn-1=Y+Y1+...+Yn-1,0n-2=YY1+... +Yn-1) "I"Zyiyj-
i<j
(8)
Odtud dostavame

n—1
a:_;~2a, 3~y = Z y2. 9)
i=1

PouZijeme-li nerovnost (1), kde poloZzime a = (y1,...,Yn—-1) @
b=(1,...,1), potom s vyuZitim (8) a (9) obdrZime
n—1
(an-1+9) =@yt +ya-1)? S(n-1) T o} =
1=
= (n - 1)(0'?»—1 —20n-2 — yz)’
coz je ekvivalentni nerovnosti

20, — 2(n—1 n—2
2+ - 1y+ ( )an—-2'— ?1
n n n

Y
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Proto y (a tedy i vSechny ostatni kofeny y;,i = 1,...,n — 1)
lezi mezi dvéma nulovymi body kvadratické funkce na levé strané
nerovnosti (10). Tyto body z1,2 jsou dany vyrazy (7).

[
Poznamka 3.1 Pro polynom druhého stupné s redlnymi kofeny
nefikd Véta 3.1 nic jiného neZ to, Ze krajnimi body intervalu jsou
pravé kofeny kvadratické rovnice x; 2 dané vyrazy (7).

4. Odhad plochy ,te¢ného trojuhelnika“

V tomto odstavci ukdZeme jednu aplikaci nerovnosti mezi ge-
ometrickym a aritmetickym primérem. Jako motivaci uvazujme
nasledujici vlastnost paraboly f(z) = 1 — z? mezi body z = —1 a
x = 1: funkci f = f(x) miZeme pfifadit ,teény“ trojuhelnik T a
yteény* obdélnik O (viz obr. 1).

(0,2)

(0,1)

.

(-1,0) (0,0) (1,0)

Obr. 1: Te¢ny trojuhelnik a teény obdélnik pfifazeny parabole.

1
Plocha ,,pod parabolou“ P ma4 velikost |P| = [ (1—z?)dz = %,
—3
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zatimco pro plochy trojuhelnika 7' a obdélnika O maji velikost
|T'| = |O| = 2. Plati tedy

7| _10] _3
— == = = (11)
Pl |P| 2

Uvazujme nyni obecnéjsi pfipad, kdy f = f(z) je polynom

n-tého stupné takovy, Zze f(z) > 0 pro z € (-1,1) a f(-1) =
= f(1) = 0. Plocha ,pod grafem“ polynomu f ma velikost |P| =

= _jI; f(x)dz.

Polynomu f muiZeme pfifadit opét ,teény“ trojihelnik T a
»te¢ny*“ obdélnik O (viz obr. 2)

(:L‘o, yO)
T
0 f(z)
p
ey &
Obr. 2: Te¢ny trojuhelnik a te¢ny obdélnik pfifazeny obecnému
polynomu.

Pokud f nabyva své maximélni hodnoty v bodé€ b € (—1,1),
potom plati
|0 = 2(b).
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Pro plochu trojuhelnika plati |T'| = yo, kde (z0,y0) je bod, kde
se protnou te¢ny ke grafu polynomu f v bodech (—1,0) a (1,0).
Rovnice téchto tecen jsou y = f'(-1)(z+1) ay = f'(1)(z — 1).
Plati tedy

_ SO+ £(=1)
PO - F(-1)

o

Odtud dostaneme

e ey | L HFEY) ], (=)
w=IT=10 | 5 -1 =ty 62
Obecné lze ukazat, Ze pro poméry II%: a :—g—: zaddna netrividlni

omezeni neplati. Sta¢i uvazovat polynomy

fx)=1-z* neN,

: 4
pro které |P| = Zni T |T'| = 2n a |O| = 2. Potom
I—T—l-—+ooal—(-)—|——>1pron—>oo.
|P| |P|

Pro polynomy, které maji pouze realné koeficienty, vsak lze doka-
zat odhady, které jako prvni dokazali Paul Erdss® a Tibor Gallai”.
Pravé jim je pfipispvén nasledujici vysledek:

Véta 4.1 Necht f = f(x) je redlny polynom stupné n > 2, ktery
md pouze redlné koteny, f(zx) > 0 pro z € (-1,1) a f(-1) =
= f(1) = 0. Potom plati

2 .
o~ < &
5171 < 1P| < 5[0 (13)

pricdemZ rovnosti nastdvaji pouze v pripadé n = 2.

6Paul Erdss 1913-1996, madarsky matematik.
"Tibor Gallai, 1912-1992, madarsky matematik.
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Erdos a Gallai dokazali nerovnosti (13) matematickou indukci.
V recenzi jejich €lanku, kterou napsal George Pélya® [P], jeji au-
tor vysvétlil, jak je mozné prvni nerovnost v (13) dokazat pomoci
vztahu mezi geometrickym a aritmetickym priimérem. Pozname-
nejme, Ze podobny dikaz druhé nerovnosti v (13) neni znam.

Dukaz nerovnosti Z|T| < |P|. ProtoZe polynom f = f(z)
stupné n ma pouze reilné koreny, zadny z nich nelezi v inter-
valu (—1,1) a body +1 jsou jeho kofeny, ma — aZ na konstantni
nenulovy nasobek, ktery v odhadu nehraje roli — tvar

f(z) =1 -2") [[(ei =) ] (8 + =), (14)

i J
kde a; > 1 a B; > 1. Plati tedy

1

P| = / (1 -2 [J(ai - ) []6; +2)de.

=i 1

Provedeme-li substituci z := —x, dostavame také

Pl = [@-a) e +2) T[T, - o),

neboli

1

1Pl = J (1~ 2%} [[T(es —2) T1(6; + =)+

-] )

+[Tes + =) T168; - 7)) de.

Podle Dusledku 2.1, kde n = 2,a1 = [[(as — 2) [[(8; + x),a2 =
J

1

8George Pélya, 1887-1985, madarsky matematik.
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= 1;[(041‘ + z) IJ]-([?,- — z), plati

(S

P> @ -a)[[le? - 1163 - 7)o >

i
1

> [(1-2) [l - DI - 1)) do = (15)

J

S CENCER

[

Pokud f’(—1) = 0 nebo f'(1) = 0, potom |T| = 0 a dokazo-
vana nerovnost je trivialni. Nadale tedy budeme predpokladat, Ze
f'(-1)f'(1) < 0.° Ze vztahu (14) plyne

J

@) = =2 ][0 JJ(B;+1), £(=1) = 2] [ (i 1) ] ]85 - ).

Odtud a z (15) tedy vyplyva, Ze

P> =/~ 1), (16)

PouZijeme-li nyni Dusledek 2.2, kde n = 2,a; = —f'(1),a; =
= f'(-1), dostavame

2 _2pWF-D)
_f}Tﬁ + fl(l_l) fl(l) - f’(_l)

Ze vztahu (12) a z nerovnosti (16) a (17) nyni vyplyva

V-F)F(-1) 2 (e

2
|P| 2 2[T].

Pokud podrobné ané,lyzujeme, kdy ve vySe uvedenych nerovnos-
tech miZe nastat rovnost, dospéjeme k zavéru n = 2.
5

9Ctenaf si jisté sim zdiivodni, pro¢ z predpokladi na f plyne, ze f/(—1) >
>0, f'(1) < 0 a nerovnost f/(—1)f’(1) > 0 tedy nemuiZe nastat. :
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Podékovani. Autor ¢lanku je podporovan vyzkumnym zamérem
¢. MSM 4977751301.
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