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STRAPEC PROBLÉMOV A OTOČENIE (2)

RENÁTA UJHÁZIOVÁ

Dokončeníz minulého čísla,

Problém 2: Dané sú dve rovnobežné priamky a, b a mimo nich
bod C. Zostrojte všetky rovnoramenné trojuholníky ABC so zá­
kladňou AB a uhlom velkosti 55° pri vrchole A tak, aby A E a a
B E b.

Riešenie:
Dané: a, b, allb, C, C f/:. a, C ~ b
Hl'adané: rovnoramenný ABC so základňou AB a uhlom velkosti

. 55° pri vrchole A
Podmienka: A E a, B E b

Z vlastnosti rovnoramenného trojuholníka ABC vyplýva:

lACl = IBCI, 11BACI = 11 ABCI = 55°, 11ACBI = 70°.

Úlohu budeme riešiť pomocou stratégie vypustenia podmie­
nok. Vypustíme napr. podmienku A E a, pričom všetky ostatné
podmienky problému zachováme.

Experimentovaním sa pokúsime zistiť, na akej množine bodov
budú ležať body A', A", A"', ... v prípade, že všetky ostatné pod­
mienky problému zachováme. Po zostrojení niekolkých pomocných
rovnoramenných trojuholníkov splňajúcichpožadované vlastnosti
dospejeme k záveru, že body A', A", A"', ... ležia na priarnke.
Bod A' je obrazom bodu B' v otočení okolo bodu C o uhol 70°,
rovnako ako aj A" je obrazom bodu B" v tom istom zobrazení,
atd'. . .. , a teda body A', A", A"', . .. ležia na priamke (označme

ju b'), ktorá je obrazom priamky bv spomínanom otočení (vid' obr.
3a). Teda aj hfadaný bod A leží na priamke b' a zároveň má ležať

aj na priamke a. Nájdeme ho v priesečníku týchto dvoch priamok.
Zobrazením bodu A v R (C, -70°) získame bod B.
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Poznámka: Na hodine by rozbor daného problému prebiehal ana­
logicky, ako sme to uviedli pri základnom probléme.
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Obr.3a

Konštrukciu mažeme zapísať nasledovne:
1. a, b, allb, C, O ~ a, O ~ b
2. v, R (O, 70°): b~ b'
3. A, A E a n b'
4. B, R (C, -70°): A ~ B
5.6ABO

Pretože priamku b mažeme otočiť aj v smere hodinových ru­
čičiek, tj. o -70°, riešením úlohy je aj trojuholník AlBlO (vid'
obr. 3b). Z riešenia je zrejmé, že počet riešení problému závisí od
vzájomnej polohypriamok b', a a b", a. KeĎŽe pre allb platí, že
b' ~ a, bl! ~ a, tak úloha má vždy dve riešenia.
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Učitel': Je možné nájsť hl'adané rovnoramenné trojuholníky aj
iným spósobom? Ak áno, ako?

Očakávaná odpoved': Úlohu můžeme riešiť aj vypustením pod­
mifnky B E b. V tom prípade by sme hľadali množinu bodov, na
ktorej ležia body B', B", B"', ... Zistili by sme, že všetky tie­
to body ležia na priamke, ktorá je obrazom priamky a (označme

ju a') v otočení okolo bodu C o uhol 700
• Hfadaný bod B preto

nájdeme ako priesečník priamok b a a'. Otočením bodu B okolo
"bodu C o uhol -700 dostaneme hladaný bod A. Druhé riešenie
úlohy nájdeme otočením priamky a v opačnom smere o rovnako
velký uhol.

Poznámka: Žiaci sa vďaka uvedenej stratégii riešenia mohli opaf
presvedčiť, že je jedno, či zobrazíme priamku a alebo priamku b
v R (C, ±700

) , pretože v oboch prípadoch dospejeme k takému
istému riešeniu (vid' obr. 3c).
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Obr. 3c

Ak by sme teraz modifikovali zadané prvky problému 2 a pri­
amku a by sme nahradili kružnicou k, pričom všetky ostatné prvky
problému 2 by zostali nezmenené, další problém strapca by sme
mohli sformulovať takto:

Problém 3: Daná je priamka b, kružnica k (5, r) a mimo nich
bod C. Zostrojte všetky rovnoramenné trojuholníky ABC so zá­
kladňou AB a uhlom velkosti 55° pri vrchole A tak, aby A E k a
B E b.
Poznámka: Problém 3 je podobný úlohe 3.53 na strane 151 v [3].

Riešenie:
Dané: b, k (5,r), C, C ~ b, C ~ k
Hladarié: rovnoramenný ABC so základňou AB a uhlom velkosti
55° pri vrchole A
Podmienka: A E k, B E b

Z vlastnosti rovnoramenného trojuholníka ABO vyplýva:

lACl == IBCI, I<}:BACI == I<}:ABCI == 55°, I<}:ACBI == 70°.

Pri riešení tejto úlohy už mažeme dať žiakom vofnosť pri navrho­
vaní postupu riešenia. Ak nebudú mať nijaký "užitočný" nápad,
odporúčameúlohu tentokrát riešiť vypustením podmienky B E b.
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To znamená, že budeme hfadať množinu všetkých bodov, na kto­
rých budú ležať body B', B", B"', ... Experimentovaním dospe­
jeme k záveru, že tieto body ležia na kružnici, ktorá je obrazom

o kružnice k v otočení okolo bodu C o uhol 700
, resp. o uhol -700

•

Ďalší postup je už analogický s postupmi uvedenými v predchád­
zajúcich problémoch. Počet riešení však tentokrát závisí od počtu

priesečníkov obrazov kružnice k a priamky p. Jedno z možných
prípadov riešenia je znázornené na obrázku 4.

•S"

b

Obr. 4

Poznámka: Žiaci zvyčajne po nájdení dvoch bodov vyslovia hy­
potézu, že body B', B", B"', . .. ležia na priamke. Treba ich však
viesť k tomu, aby overili, či aj ďalšie zostrojené body budú sku­
točne ležať na priamke. Riešenie tohto problému vypustením pod­
mienky B E b je náročnejšie, ako ho riešiť vypustením podmienky
A E k. Myslíme si však, že je důležité, aby sa žiaci takýmto spóso­
bom sami utvrdili v tom, že obrazy bodov, ktoré ležia na kružnici,
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ležia tiež na kružnici. Formálne totiž žiaci vedia povedať, že obra­
zom kružnice v otočení je kružnica. Pri riešení konkrétnych úloh sa
ale ukazuje, že tento poznatok je často krát skutočne len formálny.

Po zostrojení hladaného trojuholníka odporúčame položiť žia­
kom otázku, či je možné postupovať pri riešení úlohy aj iným
spósobom. Žiaci by mali na základe riešení predchádzajúcich pro­
blémov prísť na to, že úlohu je možné riešiť aj vypustením pod­
mienky A E k, inak povedané otočením priamky b okolo bodu C
o uhol 70°, resp. o uhol -70°.

Po vyriešení problému 3 by už žiaci mali vedieť, že metóda
riešenia použitá v probléme 2 a 3 je rovnaká. Preto, pokial' v pro­
bléme 3 priamku b nahradíme kružnicou kl, bez vačších ťažkostí

by mali byť žiaci schopní dospieť k záveru, že metóda riešenia
zadaného problému je taká istá, ako to bolo v predchádzajúcich
dvoch problémoch, Formulácía problému 4 by bola nasledujúca:

Problém 4: Dané sú dve nesústredné kružnice k (S, r), kl (Sl, rl),
r f= rl, a bod C. Zostrojte všetky rovnoramenné trojuholníky
ABC so základňou AB a uhlom velkosti 55° pri vrchole A tak,
aby A E k a BEkl,

Pokial' usúdime, že je ešte stále potrebné úlohu riešiť výskum­
ným prístupom, tak opaf vypustíme niektorú z podmienok A E k
alebo BEkl a nájdeme množinu bodov, na ktorých budú ležať

b d A I A" A"I b d B' B" B'" Ďl'" to y , , , ... ,resp. o y , , , ... a Sl pos up
je už analogický s postupom uvedeným vyššie.

Podl'a našich skúseností však túto úlohu žiaci dokážu vyriešiť

aj bez použitia stratégie vypustenia podmienky. Na základe riešení
predchádzajúcich problémov už vedia, že stačí buď otočiť kružnicu
k okolo bodu C o uhol 70°, resp. o uhol -70°. V tomto prípade
bod B nájdeme ako priesečník kružníc k', resp. k" a kl (jedno
z možných riešení je uvedené na obr. 5a). Alebo stačí nájsť obraz
kružnice kl v otočení okolo bodu C o uhol 70°, resp. o uhol -70°,
pričomv priesečníku kružnic k~, resp. k~ a k nájdeme hfadaný bod
A' (vid' obr. 5b). Počet riešení úlohy závisí od počtu priesečníkov

jednotlivých kružníc.
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V tejto chvíli by už žiaci mali vedieť, že metóda riešenia, v cen­
tre ktorej je otočenie, nezávisí od toho, aké dva počiatočnéútvary
zadávame. Preto pri vytváraní ďalších problémov strapca by sme
mohli pokračovať napr. i Iubovolnou volbou dvoch zadaných útva­
rov. My sme sa však rozhodli pre také modifikácie zadaných a hla­
daných prvkov, resp. podmienok problému 4, aby novovzniknuté
problémy boli podobné, prípadne totožné s úlohami nachádzaj­
úcimi v [3]. Nasledujúce dva problémy strapca preto vznikli len
menšou zmenou daných a htadaných proko» predchádzajúceho
problému. Aj tým sme chceli ilustrovať, ako je možné príklady
z učebníc využiť pri tvorbe strapca problémov. Inými slovami po­
vedané, ukázať, že aj z izolovaných úloh, resp. problémov'z učebníc

je možné vytvoriť neizolované úlohy.

Problém 5:
Dané sú dve nesústredné kružnice k1(SI, Tl), k2(82 , T2), Tl i= T2,

ktoré sa pretínajú v bodoch C, Q. Zostrojte všetky rovnoramenné
trojuholníky ABC so základňou AB, pre ktoré platí A Ekl, B E
e k2 , 11ACBI = 120°. (vid [3] úloha 3.54 na strane 151)

Po dalšej menšej zmene problému 4 mažeme formulovaťnasle­
dovný problém takto:

Problém 8:
Dané sú dve sústredné kružnice kl (S,4 cm), k2 (S, 3 cm) a bod C
«(SCl = 2 cm). Zostrojte všetky rovnostranné trojuholníky ABC
tak, aby A E kl a B E k2 •

Poznámka: Problém 6 je velmi podobný úlohe 3.51a na strane
151 v [3].

Ak by sme teraz v probléme 6 pozmenili len htadaný prvok
a napríklad namiesto rovnostranného trojuholníka ABC by sme
mali zostrojiť štvorec ABCD, dostaneme ďalší problém strapca.

Problém 7:
Dané sú dve sústredné kružnice kl (S,4 cm), k2 (8,3 cm) a bod C
(\SCI = 2 cm). Zostrojte všetky štvorce ABCD tak, aby BEkl
aD E k2 •

Poznámka: Problém 7 je skoro totožný s úlohou 3.51b na strane
151 v [3].
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V prípade, že sa vrátime naspat k základnému problému a zada­
né vstupné prvky nahradíme štvorcom, ďalším problémom strapca
by mohol byť problém 8.

Problém 8: Do štvorca K LMN so stranou k vpíšte rovnostranný
trojuholník ABC tak, bod B ležal na strane LM, bod A ležal na
strane KL, lKAl: IALI = 1 : 2, a bod C ležaľna strane KN.
Riešenie:
Dané: DKLMN so stranou k
Hladané: rovnostranný 6ABC
Podmienka: A E KL, lKAl: IALI = 1: 2, B E LM, CE KN.

Ak žiaci nevidia hned', že klúčom k nájdeniu hľadaného rovno­
stranného trojuholníka je otočenie strany K N alebo strany LM
okolo bodu A o uhol -600

, resp. 600
, tak odporúčameriešiť úlohu

stratégiou vypustenia podmienok. Vypustime napr. podmienku
B E LM a budeme skúmať, na akej množine bodov budú ležať

body B', B", B'", . .. za splnenia všetkých ostatných podmienok
problému. Experimentovaním a nájdením vzťahu medzi bodmi
B I B" Blil C' C" Clil dh l' v hl' daná V', , , . .. a , , , . .. o a lme, ~e .La ana mnozlna
bodov nie je nič iné, ako obraz úsečky K N vo vyššie popísanom
zobrazení. Bod B potom nájdeme ako priesečník strany LM a
obrazu strany K N. Úloha má jedno riešenie (viď obr. 6a).

N

K A

Obr.6a

L

Poznámka: Pri tejto úlohe žiaci zvyčajne najprv vyslovia hypo­
tézu, že body B', B", B'", . .. ležia na priamke (viď. obr. 6b). Až
potom, čo si uvedomia, že body B', B", B'", ... .sú obrazmi bo­
dav C', C", C'", . .. v otočení okolo bodu A o uhol -600 a bod C
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má ležať na úsečkeK N, nie na priamke K N, určia presne hfadanú
množinu bodov (viď obr. 6c).

N M N tyl
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K A L

Obr.6b
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Obr. 6c

L

Po vyriešení takto sformulovaného problému odporúčamemo­
difikovať jeho podmienky nasledovne:

Problém 8': Do štvorca K LMN so stranou k vpíšte rovno­
stranný trojuholník ABC tak, aby bod A ležal na strane KL,
IKAI : IALI = 1 : 2, body BaC ležali na obvode štvorca K LMN.

Ak by žiaci nemali nijakú predstavu, ako by sa dal problém
vyriešiť, tak ich mažeme naviesť na riešenie tejto úlohy celkom
prirodzene, napríklad pomocou nejakého podobného dialógu:
Učitel': Co znamená, že bod C má ležať na obvode štvorca? (Pozn.
využijeme stratégiu riešenia z predchádzajúceho problému.)
Žiak: To znamená, že maže ležať na strane KL, LM, MN, KN.
Učitel': Správne. Takže ak by bod C ležal na strane K N, na akej
množine bodov bude ležať bod B?
Žiak: Tak bod B leží niekde na obraze strany K N v otočení okolo
bodu A o uhol -60°.
Učitel': Ano. Co ak bod C leží na strane MN? Na akej množine
bodov bude ležať bod B v tomto prípade?
Žiak: Na obraze strany MNv tom istom otočení ako strana K N.
Učitel': Presne tak. A kde bude ležať bod B v prípade, že C leží
na strane LM?
Žiak: Na obraze strany LM v otóčení okolo bodu A o uhol -60°.
Učitel': A čo ked' bude bod C ležať na strane KL?
Žiak: V tom prípade bod B bude ležať na obraze strany KL
v otočení okolo A o uhol -60°.
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Učitel': Takže ak bod C má ležať na obvode štvorca K LMN , na
akej množine bodov bude ležať bod M?
Žiak: Na obraze štvorca K LMN v otočení okolo bodu A o uhol
-60°.
Poznámka: Hoci uvedený dialóg nie je úplne presným popisom
dialógu, ktorý prebehol na vyučovacej hodine, ale zachytáva po­
stupnosť otázok a odpovedí, ktoré odzneli počas rozboru daného
problému."

Úloha má jedno riešenie nezávisle od ve1'kosti strany k štvorca,
ako aj od smeru otočenia štvorca K LMN (vid' obr. 7a a 7b).
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Obmenou daného a hladaného prvku problému 8 mažeme vy­
tvoriť další problém za strapca napríklad takto:

Problém 9:
Do daného rovnobežníka KLMN vpíšte štvorec ABCD tak, aby
A EKL, B E LM, C E MN a D E KN (vid' [3] úloha 3.50 na
strane 151). .
Riešenie:
Dané:' rovnobežník K LMN so stranami a = 3 cm, b = 2,5 cm,
Hladané: štvorec ABCD
Podmienka: A EKL, B E LM, CE MN, DE KN.

Úlohu tentokrát budeme riešiť stratégiou cesty spat.
Poznámka: Myslíme si, že pokiaf žiaci správne pochopili metódu
riešenia predchádzajúcich dvoch problémov, už nie je nutné použiť

pri riešení tohto problému stratégiu vypustenia podmienok.
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Budeme teda predpokladať, že úloha je vyriešená a do rov­
nobežníka je vpísaný štvorec ABCD podla zadaných podmienok
(viď obr. 8a).

K

Obr. Ba

K A

Obr.8b

c

Stačí si uvedomiť, že stred rovnobežníka K LMN je aj stredom
štvorca ABCD (označme ho S). Bod S je preto priesečníkomuhlo­
priečok štvorca ABCD. Z vlastností uhlopriečok štvorca potom
plynie, že I1:ASBI = 11BSCI = 11CSDI = I1:DSAI = 90° a
lASl = IBBI = IGSI = IDBI (viď obr. 8b).

Po odhalení uvedených vlastností mažeme pokračovať v spo­
ločnom rozbore úlohy podobným dialógom:

Učitel': Aký je vzťah medzi vrcholmi štvorca A a B?
Žiak: ....
Učitel': Ako mažeme získať z bodu A bod B?
Žiak: Otočením bodu A do bodu B.
Učitel': Otočením bodu A okolo ktorého bodu a o kolko stupňov?

Žiak: Otočenímbodu A okolo stredu rovnobežníka K LMN o uhol
90°.
Učitel': Správne. Co vieme ešte povedať o bode A okrem tejto
vlastnosti?
Žiak: Bod A leží na strane KL rovnobežníka K LMN.
Učitel': Poznáme jeho presnú polohu? '
Žiak: Nie.
Učitel': Ak vieme, že bod A leží niekde na úsečke KL a bod B
je jeho obraz v otočení okolo bodu S o uhol 90°, vieme, na akej
množine bodov bude ležať bod B?
Žiak: Na obraze úsečky KL v otočení R (S, 90°).
Učitel': Ano. A čo ešte vieme povedať o polohe bodu B?
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Žiak: Vieme, že bod B má ležať aj na strane L M rovnobežníka
KLMN.
Učitel': Vieme určiť jeho presnú polohu?
Žiak: Ano. Bod B nájdeme v priesečníku úsečky LM a obrazu
úsečky KL.
Učitel': Teraz, keď už poznáme presnú polohu bodu B , vieme
nájsť bod A?
Žiak: Ano.
Učitel': Ako ho nájdeme?
Žiak: Otočením bodu B okolo bodu C o uhol - 900

•

Učitel': Správne.

Poznámka: Pokial' sa rozhodneme túto časť rozboru úlohy robiť

využitím stratégie vypúšťania podmienok, vypustime podmien­
ky B E LM, C E MN, D E KN a zachováme len podmienku
A EKL. Zostrojili by sme niekol'ko pomocných štvorcov, ktorých
stred je stred rovnobežníka K LMN, a skúmali by sme, na akej
množine bodov ležia vrcholy B týchto štvorcov. Dospeli by sme
k záveru, že tieto vrcholy ležia na úsečke, ktorá je obrazom úsečky

K L v otočení R (8, 900
) . Ďalší postup by už bol rovnaký s vyššie

prezentovaným postupom.
Po nájdení vrcholov A, B hfadaného štvorca ABCD by sme

mohli v rozbore úlohy pokračovať napr. aj otázkou:

Učitel': Aký je vzťah medzi dvojicou bodov B, C; C, D a D , A?
Žiak: V R (8, 90°) je bod C obrazom bodu B, bod D obrazom
bodu C a bod A obrazom bodu D.

Ovšem zvyšné dva vrcholy
štvorca mažeme zostrojiť aj
využitím vlastností štvorca.
Volbu ďalšieho postupu kon­
štrukcie už mažeme nechať na
žiakov. Úloha má vždy jedno K
riešenie (viď obr. 8c).

Obr.8c
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Uvedený strapec problémov maže čitatel' rozšíriť o ďalšie viac
či menej podobné problémy. Rovnako nemusí vo vyučovaní použiť

presne všetky nami uvedené problémy, maže niektoré z nich vy­
nechať alebo ich modifikovat. Uvedenú gradáciu obtiažnosti pro­
blémov by sme však odporučili zachovať, aby žiaci mali možnosť
skutočne porozumieť metóde riešenia takýchto úloh a vedeli ju aj
použiť pri riešení úloh takéhoto typu.

Záver
Cieľom článku bolo ilustrovať čitatefovi pozitíva použitia ne­

izolovaných úloh, resp. problémov vo vyučovaní konštrukčných

úloh s využitím otočenia a to, ako je možné využiť príklady a úlohy
z učebníc pri tvorbe neizolovaných úloh. Zároveň sme chceli uká­
zať, že v článku uvedené typy úloh je možné riešiť aj pomocou stra­
tégie vypustenia podmienok namiesto stratégie cesty spat, Naše
doterajšie skúsenosti totiž ukazujú, že (minimálne) v počiatočnej

fáze riešenia takýchto typov úloh je práve stratégia vypustenia
podmienok pre žiakov prirodzenejšia a vedie k hlbšiemu porozu­
meniu metódy riešenia, a tým aj k vyššej úspešnosti žiakov pri
riešení takýchto úloh.
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