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STRAPEC PROBLEMOV A OTOCENIE (2)

RENATA UJHAZIOVA

Dokonéeni z minulého cisla

Problém 2: Dané su dve rovnobezné priamky a, b a mimo nich
bod C. Zostrojte vSetky rovnoramenné trojuholniky ABC so zéa-
kladriou AB a uhlom velkosti 55° pri vrchole A tak, aby A € a a
B eb.

RieSenie:
Dané: a, b, a||b, C, C ¢ a,C ¢ b
Hladané: rovnoramenny ABC so zékladiiou AB a uhlom velkosti
55° pri vrchole A
Podmienka: A€a, B€b
Z vlastnosti rovnoramenného trojuholnika ABC vyplyva:

|AC| = |BC|, |4BAC|=|3ABC|=55°, |SACB|="T0°.

Ulohu budeme riesit pomocou stratégie vypustenia podmie-
nok. Vypustime napr. podmienku A € a, pricom vSetky ostatné
podmienky problému zachovame.

Experimentovanim sa pokusime zistit, na akej mnoZine bodov
budu lezat hody A’, A”, A", ... v pripade, Ze vietky ostatné pod-
mienky problému zachovame. Po zostrojeni niekolkych pomocnych
rovnoramennych trojuholnikov spltajicich poZadované vlastnosti
dospejeme k zaveru, Zze body A’, A”, A", ... leZia na priamke.
Bod A’ je obrazom bodu B’ v oto¢eni okolo bodu C o uhol 70°,
rovnako ako aj A” je obrazom bodu B” v tom istom zobrazeni,
atd. ..., a teda body A’, A”, A", ... leZia na priamke (oznadme
jud’), ktoré je obrazom priamky b v spominanom oto&eni (vid obr.
3a). Teda aj hladany bod A leZi na priamke b’ a zaroveni ma lezat
aj na priamke a. Najdeme ho v priese¢niku tychto dvoch priamok.
Zobrazenim bodu A v R (C, —70°) ziskame bod B.
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Poznamka: Na hodine by rozbor daného problému prebiehal ana-
logicky, ako sme to uviedli pri zakladnom probléme.
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Obr. 3a

Konstrukciu mdZeme zapisat nasledovne:
l.a, b,allb,C,C¢a, Cé¢b
2.0, R(C, 70°): b — b

3.A Acand
4. B, R(C, -70°): A— B
5. AMABC

PretoZe priamku b mdZeme otoéit aj v smere hodinovych ru-
Ciciek, tj. o —70°, rieSenim ulohy je aj trojuholnik A;B;C (vid
obr. 3b). Z rieSenia je zrejmé, ze pocet rieSeni problému zavisi od
vzajomnej polohy “priamok b, a a b”, a. KedZe pre a||b plati, Ze
b' K a, b" k a, tak tloha ma vidy dve rieSenia.
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Obr. 3b

Ucéitel: Je mozné najst hladané rovnoramenné trojuholniky aj
inym spésobom? Ak ano, ako?

Oé&akavana odpoved: Ulohu méZeme riesit aj vypustenim pod-
mi,enky B € b. V tom pripade by sme hladali mnoZinu bodov, na
ktorej lezia body B’, B”, B"', ... Zistili by sme, Ze vSetky tie-
to body lezia na priamke, ktora je obrazom priamky a (ozna¢me
ju a@’) v otoéeni okolo bodu C o uhol 70°. Hladany bod B preto
nijdeme ako priesednik priamok b a a’. Otodenim bodu B okolo
bodu C o uhol —70° dostaneme hladany bod A. Druhé rieSenie
ulohy najdeme otodenim priamky a v opaénom smere o rovnako
velky uhol. :

Poznamka: Ziaci sa vdaka uvedenej stratégii rieSenia mohli opit
presveddit, Ze je jedno, ¢&i zobrazime priamku a alebo priamku b
v R(C,+£70°), pretoZze v oboch pripadoch dospejeme k takému
istému rieSeniu (vid obr. 3c).
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Obr. 3¢

Ak by sme teraz modifikovali zadané prvky problému 2 a pri-
amku a by sme nahradili kruznicou k, pricom vSetky ostatné prvky
problému 2 by zostali nezmenené, dalsi problém strapca by sme
mohli sformulovat takto:

Problém 3: Dand je priamka b, kruznica k (S,7) a mimo nich
bod C. Zostrojte vSetky rovnoramenné trojuholniky ABC' so za-
kladfiou AB a uhlom velkosti 55° pri vrchole A tak, aby A € k a
B eb.

Poznamka: Problém 3 je podobny tlohe 3.53 na strane 151 v [3].

Riesenie:

Dané: b, k(S,r),C,C ¢b,C ¢k

Hladané: rovnoramenny ABC so zékladiiou AB a uhlom velkosti
55° pri vrchole A

Podmienka: A€k, Beb

Z vlastnosti rovnoramenného trojuholnika ABC vyplyva:
|AC| = |BC|, |{BAC|=|3ABC|=55°, |YACB|=170°.
Pri rieSeni tejto tlohy uz moézZeme dat Ziakom volnost pri navrho-

vani postupu rieSenia. Ak nebudi mat nijaky ,uZitodny“ napad,
odporucame tlohu tentokrat rieit vypustenim podmienky B € b.
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To znamenad, Ze budeme hladat mnoZinu vSetkych bodov, na kto-
rych budu lezat body B’, B”, B"', ... Experimentovanim dospe-
jeme k zaveru, Ze tieto body leZia na kruznici, ktord je obrazom
‘kruZnice k v otoceni okolo bodu C o uhol 70°, resp. o uhol —70°.
Dalsi postup je uz analogicky s postupmi uvedenymi v predchad-
zajuicich problémoch. Pocet rieSeni vSak tentokrat zavisi od poctu
prieseCnikov obrazov kruZnice k a priamky p. Jedno z moZnych
pripadov rieSenia je znazornené na obrazku 4.

kli

Obr. 4

Poznamka: Ziaci zvy¢ajne po najdeni dvoch bodov vyslovia hy-
potézu, Ze body B’, B”, B, ... leZia na priamke. Treba ich v§ak
viest k tomu, aby overili, & aj dalsie zostrojené body budu sku-
to¢ne lezat na priamke. RieSenie tohto problému vypustenim pod-
mienky B € b je niro¢nejsie, ako ho rie$it vypustenim podmienky
A € k. Myslime si v8ak, Ze je doleZité, aby sa Ziaci takymto sposo-
bom sami utvrdili v tom, Ze obrazy bodov, ktoré leZia na kruZnici,
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leZia tiez na kruZnici. Formalne totiZ Ziaci vedia povedat, Ze obra-
zom kruznice v otoceni je kruznica. Pri rieSeni konkrétnych 1loh sa
ale ukazuje, Ze tento poznatok je asto krat skutoc¢ne len formalny.

Po zostrojeni hfadaného trojuholnika odporu¢ame poloZit Zia-
kom otdzku, ¢i je moZné postupovat pri rieSeni tlohy aj inym
sposobom. Ziaci by mali na zaklade rieSeni predchadzajtcich pro-
blémov prist na to, Ze tlohu je mozné riesit aj vypustenim pod-
mienky A € k, inak povedané otolenim priamky b okolo bodu C
o uhol 70°, resp. o uhol —70°.

Po vyrieSeni problému 3 by uZ Ziaci mali vediet, Ze metéda
rieSenia pouZit4 v probléme 2 a 3 je rovnaka. Preto, pokial v pro-
bléme 3 priamku b nahradime kruZnicou k;, bez vi&sich tazkosti
by mali byt Ziaci schopni dospiet k zdveru, Ze metdda rieSenia
zadaného problému je taka istd, ako to bolo v predchadzajicich
dvoch problémoch. Formuléacia problému 4 by bola nasledujica:

Problém 4: Dané st dve neststredné kruznice k (S, ), k1 (S1,71),
r # r1, a bod C. Zostrojte vSetky rovnoramenné trojuholniky
ABC so zéakladiiou AB a uhlom velkosti 55° pri vrchole A tak,
aby A€k aBE€k;.

Pokial usidime, Ze je este stale potrebné tlohu riesit vyskum-
nym pristupom, tak opdt vypustime niektorti z podmienok A € k
alebo B € k; a ndjdeme mnoZinu bodov, na ktorych budi lezat
body A’, A", A", ..., resp. body B’, B"”, B", ... Dalsi postup
je uz analogicky s postupom uvedenym vyssie.

Podla nasich skiisenosti vSak tiito tlohu Ziaci dokdzu vyriesit
aj bez pouzitia stratégie vypustenia podmienky. Na zaklade rieSeni
predchadzajucich problémov uz vedia, Ze sta¢i bud otodit kruznicu
k okolo bodu C o uhol 70°, resp. o uhol —70°. V tomto pripade
bod B nijdeme ako prieseénik kruznic k/, resp. k" a k; (jedno
z moznych rieSeni je uvedené na obr. 5a). Alebo staéi ndjst obraz
kruZnice k; v oto&eni okolo bodu C o uhol 70°, resp. o uhol —70°,
pri¢om v priese¢niku kruznic ki, resp. ki a k ndjdeme hladany bod
A (vid obr. 5b). Poéet rieseni tlohy zavisi od po&tu prieseénikov
jednotlivych kruznie.
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V tejto chvili by uz Ziaci mali vediet, Ze metéda rieSenia, v cen-
tre ktorej je otolenie, nezavisi od toho, aké dva pociato¢né utvary
zadavame. Preto pri vytvéarani dalSich problémov strapca by sme
mohli pokraéovat napr. i lubovolnou volbou dvoch zadanych utva-
rov. My sme sa v3ak rozhodli pre také modifikicie zadanych a hla-
danych prvkov, resp. podmienok problému 4, aby novovzniknuté
problémy boli podobné, pripadne totozné s tlohami nachadzaj-
tcimi v [3]. Nasledujtice dva problémy strapca preto vznikli len
mensou zmenou danych a hladaniych prvkov predchadzajiceho
problému. Aj tym sme chceli ilustrovat, ako je moZné priklady
z uebnic vyuZit pri tvorbe strapca problémov. Inymi slovami po-
vedané, ukazat, Ze aj z izolovanych tloh, resp. problémov'z uéebnic
je mozné vytvorit neizolované tlohy.

Problém 5:

Dané si dve nesustredné kruznice kl(Sl, 7‘1), kg(Sg, 7‘2), ™ 75 T2,
ktoré sa pretinaji v bodoch C, Q. Zostrojte vietky rovhoramenné
trojuholniky ABC so zakladiiou AB, pre ktoré plati A € k,, B €
€ k2, |SACB| = 120°. (vid [3] tloha 3.54 na strane 151)

Po dalsej mensej zmene problému 4 mézeme formulovat nasle-
dovny problém takto:

Problém 6: :
Dané st dve siistredné kruZnice k; (S,4 cm), k2 (S, 3 cm) a bod C
(ISC| = 2 cm). Zostrojte vietky rovnostranné trojuholniky ABC
tak, aby A € k; a B € ka.
Poznamka: Problém 6 je velmi podobny tilohe 3.51a na strane
151 v (3].

Ak by sme teraz v probléme 6 pozmenili len hladany prvok
a napriklad namiesto rovnostranného trojuholnika ABC by sme
mali zostrojit $tvorec ABC D, dostaneme dalsi problém strapca.

Problém 7:

Dané st dve stistredné kruznice k; (S,4 cm), k2 (S, 3 cm) a bod C
(|SC| = 2 cm). Zostrojte vsetky $tvorce ABCD tak, aby B € k;
a D E€k,.

Poznamka: Problém 7 je skoro totoZny s tilohou 3.51b na strane
151 v [3].
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V pripade, Ze sa vratime naspit k zakladnému problému a zada-
né vstupné prvky nahradime $tvorcom, dal§im problémom strapca
by mohol byt problém 8.

Problém 8: Do stvorca K LM N so stranou k vpiste rovnostranny
trojuholnik ABC tak, bod B lezal na strane LM, bod A lezal na
strane KL, |[KA|:|AL| =1:2, a bod C lezal na strane K N.
RieSenie:

Dané: OKLMN so stranou k

Hladané: rovnostranny AABC

Podmienka: A€ KL, |KA|:|AL|=1:2,Be LM,C € KN.

Ak Ziaci nevidia hned, Ze klti¢om k nadjdeniu hladaného rovno-
stranného trojuholnika je otocCenie strany KN alebo strany LM
okolo bodu A o uhol —60°, resp. 60°, tak odpori¢ame riesit tlohu
stratégiou vypustenia podmienok. Vypustime napr. podmienku
B € LM a budeme skumat, na akej mnozine bodov budi lezat
body B’, B”, B", ... za splnenia vSetkych ostatnych podmienok
problému. Experimentovanim a ndjdenim vztahu medzi bodmi
B',B",B", ... aC',C", C",... odhalime, Ze hladana mnoZina
bodov nie je ni¢ iné, ako obraz tseCky KN vo vyS$Sie popisanom
zobrazeni. Bod B potom najdeme ako priese¢nik strany LM a
obrazu strany K N. Uloha m4 jedno rieSenie (vid obr. 6a).

N M
C N’
B
Kl
K A L
Obr. 6a

Poznamka: Pri tejto tlohe Ziaci zvyajne najprv vyslovia hypo-
tézu, Ze body B’, B”, B, ... leZia na priamke (vid. obr. 6b). AZ
potom, &o si uvedomia, %e body B’, B”, B", ... st obrazmi bo-
dov C’, C”,C", ... votoleni okolo bodu A o uhol —60° a bod C
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ma lezat na use¢ke K N, nie na priamke K N, uréia presne hladant
mnozinu bodov (vid obr. 6c).

N M
G B"'LN.
c =
B’
¢!k
K A e
Obr. 6b Obr. 6¢

Po vyrieSeni takto sformulovaného problému odpori¢ame mo-
difikovat jeho podmienky nasledovne:

Problém 8’: Do stvorca KLMN so stranou k vpiste rovno-
stranny trojuholnik ABC tak, aby bod A lezal na strane KL,
|KA|:|AL| =1: 2, body B a C lezali na obvode §tvorca K LM N.
Ak by ziaci nemali nijaki predstavu, ako by sa dal problém
vyrie§it, tak ich méZeme naviest na rieSenie tejto ulohy celkom
prirodzene, napriklad pomocou nejakého podobného dialégu:
Ugitel: Co znamen4, %e bod C m4 leZat na obvode §tvorca? (Pozn.
vyuzijeme stratégiu rieSenia z predchadzajiceho problému.)
Ziak: To znamen4, %e moze lezat na strane KL, LM, MN, KN.
Uditel: Spravne. TakZe ak by bod C leZal na strane K N, na akej
mnozine bodov bude leZzat bod B?
Ziak: Tak bod B lezi niekde na obraze strany K N v otoleni okolo
bodu A o uhol —60°.
Ugitel: Ano. Co ak bod C le#i na strane M N? Na akej mnoZine
bodov bude lezat bod B v tomto pripade?
Ziak: Na obraze strany M N v tom istom oto&eni ako strana K N.
Uditel: Presne tak. A kde bude lezat bod B v pripade, ze C lezi
na strane LM?
Ziak: Na obraze strany LM v otd&eni okolo bodu A o uhol —60°.
U¢itel: A ¢o ked bude bod C leZat na strane K L?
Ziak: V tom pripade bod B bude leZat na obraze strany KL
v otoceni okolo A o uhol —60°.
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Uditel: TakZe ak bod C m4 lezat na obvode §tvorca KLM N, na
akej mnozine bodov bude lezat bod M?
Ziak: Na obraze §tvorca KLM N v otoéeni okolo bodu A o uhol
—60°.
Poznamka: Hoci uvedeny dialég nie je iplne presnym popisom
dialégu, ktory prebehol na vyucovacej hodine, ale zachytava po-
stupnost otdzok a odpovedi, ktoré odzneli podas rozboru daného
problému.

Uloha m4 jedno rieSenie nezavisle od velkosti strany k §tvorca,
ako aj od smeru otolenia §tvorca K LM N (vid obr. 7a a 7b).

N M AMII

Obr. 7a Obr. 7b

Obmenou daného a hladaného prvku problému 8 mézeme vy-
tvorit dalsi problém zo strapca napriklad takto:

Problém 9:

Do daného rovnobeznika K LM N vpiste stvorec ABCD tak, aby
Ae KL,Be LM,C € MN a D € KN (vid [3] tloha 3.50 na
strane 151). |

Riesenie:

Dané: rovnobeznik K LM N so stranami a =3 cm, b = 2,5 cm
Hladané: stvorec ABCD

Podmienka: A€¢ KL, Be LM,Ce€ MN,D e KN.

Ulohu tentokrat budeme riesit stratégiou cesty spit.
Poznamka: Myslime si, Ze pokial Ziaci spravne pochopili metédu
rieSenia predchédzajicich dvoch problémov, uZ nie je nutné pouzit
pri rieSeni tohto problému stratégiu vypustenia podmienok.
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Budeme teda predpokladat, Ze uloha je vyrieSenad a do rov-
nobeznika je vpisany $tvorec ABCD podla zadanych podmienok
(vid obr. 8a).

N C M
/Dg/
B
K A L K

Obr. 8a Obr. 8b

Stadi si uvedomit, zZe stred rovnobeznika K LM N je aj stredom
$tvorca ABCD (oznalme ho S). Bod S je preto prieseénikom uhlo-
prieCok Stvorca ABCD. Z vlastnosti uhlopriecok Stvorca potom
plynie, Ze |SASB| = |[{BSC| = |JCSD| = |IDSA| = 90° a
|AS| = |BS| = |CS| = |DS]| (vid obr. 8b).

Po odhaleni uvedenjych vlastnosti méZeme pokraéovat v spo- -
lo¢nom rozbore ulohy podobnym dialégom:

Ucitel: Aky je vztah medzi vrcholmi $tvorca A a B?

Ziak: . ...

Uéitel* Ako moézeme ziskat z bodu A bod B?

Ziak: Oto¢enim bodu A do bodu B.

Uéitel: Otodenim bodu A okolo ktorého bodu a o kolko stupiiov?
Ziak: Oto&enim bodu A okolo stredu rovnobeznika K LM N o uhol
90°.

Ucditel: Spravne. Co vieme e$te povedat o bode A okrem tejto
vlastnosti?

Ziak: Bod A le#i na strane K L rovnobeznika KLMN.

Uéitel: Pozndme jeho presni polohu? °

Ziak: Nie.

Ucéitel: Ak vieme, Ze bod A leZi niekde na tusetke KL a bod B
je jeho obraz v otoceni okolo bodu S o uhol 90°, vieme, na akej
mnozine bodov bude leZat bod B?

Ziak: Na obraze tsetky KL v otodeni R (S,90°).

Ugéitel: Ano. A &o este vieme povedat o polohe bodu B?
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Ziak: Vieme, Ze bod B m4 lezat aj na strane LM rovnobeznika
KLMN.
Ugitel: Vieme ur¢it jeho presni polohu?
Ziak: Ano. Bod B najdeme v prieseéniku tsetky LM a obrazu
usecky K L.
Ucéitel: Teraz, ked uZ pozname presni polohu bodu B, vieme
najst bod A?
Ziak: Ano.
Uéitel: Ako ho nijdeme?
Ziak: Oto¢enim bodu B okolo bodu C o uhol —90°.
Ugitel: Spravne.
Poznamka: Pokial sa rozhodneme tuto ¢ast rozboru tlohy robit
vyuzitim stratégie vypustania podmienok, vypustime podmien-
ky Be€ LM,C € MN, D € KN a zachovame len podmienku
A € K L. Zostrojili by sme niekolko pomocnych $tvorcov, ktorych
stred je stred rovnobeznika K LM N, a skimali by sme, na akej
mnoZine bodov leZia vrcholy B tychto Stvorcov. Dospeli by sme
k zaveru, Ze tieto vrcholy leZia na usecke, ktora je obrazom usecky
KL v otoeni R(S,90°). Dalsi postup by uz bol rovnaky s vyssie
prezentovanym postupom. :

Po néjdeni vrcholov A, B hladaného Stvorca ABCD by sme
mohli v rozbore tlohy pokra¢ovat napr. aj otazkou:

Uéitel: Aky je vztah medzi dvojicou bodov B, C; C, D a D, A?
Ziak: V R (S,90°) je bod C obrazom bodu B, bod D obrazom
bodu C' a bod A obrazom bodu D.

OvsSem zvy$né dva vrcholy

N c M
Stvorca mozZeme zostrojit aj D¢
vyuzitim vlastnosti Stvorca.
Volbu dalsieho postupu kon-
B
I
K A

Strukcie uZ modzeme nechat na

Ve 4 v L '

ziakov. Uloha mé vidy jedno L.

rieSenie (vid obr. 8c). :
.

Obr. 8¢ K"
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Uvedeny strapec problémov méZe Eitatel rozsirit o dalsie viac
¢i menej podobné problémy. Rovnako nemusi vo vyucovani pouZit
presne vSetky nami uvedené problémy, méze niektoré z nich vy-
nechat alebo ich modifikovat. Uvedeni gradaciu obtiaznosti pro-

lémov by sme vSak odporuéili zachovat, aby Ziaci mali moZnost
skuto¢ne porozumiet metdde rieSenia takychto tiloh a vedeli ju aj
pouzit pri rieSeni tloh takéhoto typu.

Zaver

Cielom ¢&lanku bolo ilustrovat Citatelovi pozitiva pouZitia ne-
izolovanych tuloh, resp. problémov vo vyudovani konstrukénych
uloh s vyuZitim otolenia a to, ako je mozné vyuzit priklady a tilohy
z ucebnic pri tvorbe neizolovanych tloh. Zaroven sme chceli uka-
zat, Ze v €lanku uvedené typy tiloh je mozné riesit aj pomocou stra-
tégie vypustenia podmienok namiesto stratégie cesty spat. Nase
doterajsie sktsenosti totiZz ukazuji, Ze (minimalne) v poéiatocne;j
faze rieSenia takychto typov uloh je prave stratégia vypustenia
podmienok pre Ziakov prirodzenejsia a vedie k hlbSiemu porozu- -
meniu metddy rieSenia, a tym aj k vysSej uspesSnosti Ziakov pri
rieSeni takychto uloh.
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