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MATEMATICKA OLYMPIADA

Ve dnech 18. — 21. 3. 2007 se ve Zliné uskutecnilo celostatni
kolo 56. ro¢niku matematické olympiaddy kategorie A. Zvefejiu-
jeme zadani a feSeni tuloh, seznam vitézi a tspé$nych feSiteli.
Soucasné zvefejniujeme ulohy prvniho kola ptistiho ro¢niku Mate-
matické olympiady, kategorii A, B, C pro skolni rok 2007-2008.

Ulohy celostatniho kola 56. roéniku
matematické olympiady

Zlin 18. — 21. bfezna 2007

1. Na nékteré pole ¢tvercové Ssachovnice n X n (n > 2) postavime
figurku a pak s ni tdhneme stiidavé ,8ikmo“ a ,,pfimo“. ,Sikmo“
znamend na pole, které ma s predchozim spoleény pravé jeden
bod. ,Pfimo“ znamena na sousedni pole, které ma s predchozim
spole¢nou stranu. Urcete vSechna n, pro néz existuje vychozi pole
a posloupnost tahii zac¢inajici ,,Sikmo“ tak, ze figurka projde celou
Sachovnici a na kazdém poli se octne pravé jednou.

(Peter Novotny))

Reseni. Nejprve ukazeme, Ze tiloha ma feseni pro libovolné sudé n.
Postavime-li figurku napi. na kterékoliv rohové pole Sachovnice
n X n, projdeme celou Sachovnici po sousednich blocich typu 2 x n
zpusobem naznafenym na obr. 1 pro n = 8. Posloupnosti tahti zde
odpovida posloupnost na sebe navazujicich orientovanych tisecek.
Zcela analogicky lze postupovat pro kazdé sudé n.

Nyni ukazeme, Ze pro zadné n > 3 liché nelze Sachovnici projit
pozadovanym zpisobem. Dtiikaz provedeme sporem. Pfipustme, Ze
pro urcité liché n na Sachovnici n X n existuje posloupnost tahti
vyhovujici podminkam tlohy. VSechna jeji pole obarvime podobné
jako béznou Sachovnici 8 x 8, a to tak, Ze rohova pole budou ¢erna
(podobné jako na obr. 2 pro n = 7). Dale vSechna ¢erna pole
oznaCime pismeny A a B tak, aby zadna dvé cerna pole majici
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Obr. 1 Obr. 2

spoleény pravé jeden bod (vrchol) nebyla oznadena tymz pisme-
nem. Budou-li rohové (¢ernd) pole oznadena napf. pismenem A,
bude zfejmé pocet poli A o n vétsi nez pocet poli B.

Pole Sachovnice, ktera figurka pozadovanym zptisobem pro-
jde, ozna¢me postupné 1,2,3,...,n% a k-ty tah zdpisem k —
— k + 1. Je-li pole s Cislem 1 ¢erné, jsou cerna praveé pole s Cisly
1,2,5,6,9,10,...; pfitom kazdy (Sikmy) tah 1 — 2, 5 +— 6, 9 —
— 10, ... spojuje ¢erna pole oznacena riznymi pismeny, takze se
celkové pocty poli A a B lisi nejvyse o 1, coz odporuje zjisténému
rozdilu. Ke stejnému sporu dojdeme i v pripadé, kdy je pole s ¢is-
lem 1 bilé, takze Cerna jsou pravé pole s éisly 3,4,7,8,11,12,...
spojend (Sikmymi) tahy 3 +— 4, 7+— 8, 11— 12, ...

Tim je Gloha vyfeSena, feSenim jsou vSechna suda n > 2.

2. V tétivovém ¢tyrfiahelniku ABCD ozna¢me L, M stiedy kruznic
vepsanych po fadé trojuhelnikim BC A, BCD. Déle oznac¢me R
prusecik kolmic vedenych z bodi L a M po fadé na primky AC
a BD. Dokazte, ze trojuhelnik LM R je rovnoramenny.

(P. Leischner)

ResSeni. Prise¢ik os vnitinich ahlé pii vrcholech A, D v trojt-
helnicich BCA, BCD ozna¢me H (obr. 3). Jak zndmo, je bod H
stfedem prislu$ného oblouku BC kruznice k opsané ¢tyruhelniku
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ABCD (oblouku, ktery neobsahuje vrcholy A a D). Ozna¢me
¢ = [{BAH| = |JCAH| = |[{BDH| = |[SCDH| = |3CBH|
a ¢ = |JABL| = |SCBL|. Pak plati

|9BLH|=|gyBAL|+ |YABL| =€+ ¢ = |SLBH|.

Trojihelnik HLB je tudiZ rovnoramenny se zakladnou LB, takze

|HB| = |HL|. Analogicky je i |HC| = |HM|. A protoze |HB| =
= |HC|, je rovnéz |HL| = |HM|, takze trojuhelnik- HML je
rovnoramenny a plati |SHLM| = |<HML|.

Oznacme jesté P kolmy primét bodu L na pfimku AC a Q
kolmy primét bodu M na pfimku BD (uvazovany bod R je tak
prusecikem pfimek LP a MQ). ProtoZe pravouhlé trojuhelniky
APL a DQM se shoduji v thlech pfi vrcholech A a D, jsou shodné
i thly PLA a QM D pfi vrcholech L a M. Odtud a z rovnosti
|SHLM| = |SHML)| tak vyplyva rovnost |[{PLM| = |SQML]|.
To znamena, Ze trojihelnik LM R je rovnoramenny, jak jsme méli
dokézat.
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3. Oznaéme N mnozinu vSech prirozenych ¢isel a uvazujme vSechny
funkce f: N — N takové, Ze pro libovolna z,y € N plati

f(zf()) = yf(x).

Urcete nejmensi moZnou hodnotu f(2007).

(P. Calabek)

Reseni. Uvazujme libovolnou funkci f pozadovanych vlastnosti.
Nejprve ukdZeme, Ze je prosta. Jestlize f(y1) = f(y2), pak pro
vSechna prirozena ¢isla = plati

yif(z) = f(zf(n)) = f(zf(y2)) = y2f(2),

a ponévadz f(x) je pfirozené &islo, plyne odtud y; = y2, coZ zna-
mena, Ze funkce f je prosta.

Volbou z = 1 v dané rovnici dostaneme f(f(y)) = yf(1), coz
pro y = 1 dava f(f(1)) = f(1). ProtoZe f je prosta, plyne odtud

f1)=1, (1)
takze pro vSechna prirozena ¢isla y navic plati
fF(fw) =y (2)

Z pravé odvozeného vztahu zaroven plyne, Ze oborem hodnot
funkce f je cela mnozina N. MtZeme tedy pro libovolné prirozené
¢islo z najit y, pro néz y = f(z) a zaroven f(y) = z, takZze podle
vztahu ze zadani pak plati

f(zz) = f(2(f(y)) = yf(z) = f(2)f(=z).

Odtud lze matematickou indukci snadno odvodit, Ze pro vSechna
prirozena Cisla n, z1,z2,...,x, plati

f(x1z2.. . 20) = f(z1)f(22) ... f(T0). (3)



MATEMATICKA OLYMPIADA 217

UkézZeme, Ze obraz f(p) libovolného prvocisla p je také prvo-
¢islo. Pfedpokladejme, ze f(p) = ab, kde a, b jsou pfirozena isla
riizné od jedné. Podle (2) a (3) plati

p=f(f(p)) = f(ab) = f(a)f(b).

Protoze funkce f je prosta a f(1) = 1, plati f(a) > 1, f(b) > 1,
coz odporuje predpokladu, Ze p je prvocislo.

Jelikoz 2007 = 32 - 223 je rozklad &isla 2007 na prvoéinitele,
dostaneme podle (3)

£(2007) = f*(3)f(223),

kde obé ¢isla f(3) a f(223) jsou prvocisla. Jestlize f(3) = 2, potom
podle (2) plati f(2) = 3 a nejmensi mozna hodnota f(223) je 5,
takze f(2007) > 20. Pokud f(3) = 3, nejmensi mozna hodnota
f(223) je 2 a plati f(2007) > 18. Snadno vidime, Ze pro kazdou
jinou volbu hodnot f(3) a f(223) plati f(2007) > 18.

Ukazeme, Ze existuje funkce vyhovujici zadani, pro kterou plati
f(2007) = 18. Definujme funkci f néasledujicim zptsobem: Pro
libovolné piirozené &islo x, které zapiSeme jako z = 2¥223™¢, kde
k a m jsou celd nezaporna Cisla a ¢ je prirozené ¢islo nesoudélné
s Cisly 2 a 223, zaddme hodnotu f(z) vztahem

f(2F223™¢) = 2m223k4.

Pak plati f(2007) = f(223-3%) = 2.3% = 18. Ovéiime, Ze
tato funkce f méa pozadovanou vlastnost. Necht z = 251223™1¢,
ay = 2k2223™2¢, jsou libovolna pfirozena ¢isla zapsand vyse uve-
denym zpisobem. Potom

fzf(y)) = f(2"223™ 1 f(22223™2¢z)) =
- f(2k1 +M2223m1+k2q1q2) — 9k2+m 223m2+k1q1q2

a soucasné
yf(z) = 2F2223m2q, f(2%1223™1q,) = 2F2tm1223m2thi g gy

Nejmensi mozna hodnota ¢isla f(2007) je 18.



218 MATEMATICKA OLYMPIADA

Pozndmka. Z vyse uvedeného reseni vyplyva, Ze kazda funkce f,
kterd vyhovuje dané funkcionalni rovnici, je uréena néjakou bi-
jekci ¢ mnoziny prvocisel na sebe, kterd pro kazdé prvocislo p
spliiuje rovnost ¢ (p(p)) = p, a to predpisem

f(1)
foyps? ... Pk

I

1,

o(p1)* 0(p2)*2 ... o(pm)Fm,

kde p; jsou navzajem rizna prvodisla a k; nezaporna cela disla.
Kazda bijekce ¢ uvedené vlastnosti rozklada mnozZinu prvocisel na
sjednoceni jednoprvkovych a dvouprvkovych navzijem disjunkt-
nich mnozin takovych, Ze pro kazdou z nich tvaru {p} plati p(p) =

= p a pro kazdou z nich tvaru {p;,p2} plati p(p1) = p2, p(p2) =
= p;. Naopak kazdy takovy rozklad urcuje vyhovujici bijekci ¢.

4. Mnozina M obsahuje vSechna prirozena ¢isla od 1 do 2007
vCetné a ma nasledujici vlastnost: Je-li ¢islo n prvkem mnoziny M,
lezi v M vsSechny ¢leny aritmetické posloupnosti s prvnim ¢lenem
n a diferenci n + 1. Rozhodnéte, zda mnozina M musi obsahovat
vSechna pfirozena cisla vétsi nez urcité cislo m.

(J. Simsa)

ReSeni. UkdZeme, %e uvedeny zavér obecné neplati. Jako proti-
priklad zvolime mnozinu

M =N\ {aa+1 je prvoéislo v&tsi nez 2008},

ktera ziejmé obsahuje vSechna ¢isla od 1 do 2007. Ptitom aritme-
tick4 posloupnost (an)zo=1 s prvnim ¢lenem a; = n € M a diferenci
d = n + 1 ma obecny ¢len tvaru

ar=a1+(k—-1)d=n+(k-1)(n+1)=(n+1)k -1,

odkud plyne, Ze éislo ax + 1 = (n + 1)k neni prvocislo pro zadny
index k > 1, takZe aj, lezi v M pro kazdy index & (at uz ar < 2007,
nebo ay > 2008). ProtoZe prvodisel je nekoneéné mnoho, je ne-
kone¢né mnoho i prirozenych éisel, kterd ve zvolené mnoziné M
nelezi.
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Jiné FeSeni. Kazda vyhovujici mnozina M musi obsahovat
vSechny ¢leny prvnich 2 007 aritmetickych posloupnosti s prvnim
¢lenem n < 2007 a diferenci n + 1:

A; = (1,3,5,...), A2 =(2,5,8,...), ...,
Az o07 = (2007,4015,6023,...).

Ziejmé mnozina hodnot Ay = {k,2k+1,3k+2,...} posloupnosti
Ay, je pro kazdé k tvofena vSemi pfirozenymi ¢isly tvaru i(k+1)+k
s celym nezapornym i.

Vysvétlime, proc

M=A UAU...UA3007

je nejmensi mnozina pozadované vlastnosti. UkdZeme totiz, Ze po-
kud n € A; pro nékterad Cisla n a k, pak A, C Ai. Necht tedy
neAyameA,. Pakplatin=i(k+1)+kam=jn+1)+n
pro vhodna celd nezdporna i a j, odkud m = j(i + 1)(k + 1) +
+i(k+1)+k=(ji+j+1i)(k+1)+k, coZ znamend, Ze m € A.

Existuje vSak nekonecné mnoho pfirozenych cisel, ktera v se-
strojené ,minimalni“ vyhovujici mnoziné M nelezi; jsou to napri-
klad vSechny nasobky d¢isla 2 008!.

5. Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC takovy, ze |AC| # |BC|.
Uvnitt jeho stran BC' a AC uvazujme body D a E, pro néz je
ABDEF tétivovy ctyfuhelnik. Prisecéik jeho uhlopiicek AD a BE
oznatme P. Jsou-li pifimky CP a AB navzajem kolmé, pak P je
prusecikem vysek trojuhelniku ABC'. Dokazte.

(J. Mazik)

Reseni. Ozna¢me ¢ = |YBAD| a 1 = |JABE)| (obr. 4). Z rov-
nosti obvodovych thli |[SAEB| = |[< ADB| v tétivovém ¢tyiuhel-
niku ABDF tak pfi obvyklém znaceni thli v trojuhelnik-u ABC

plyne

a+Y=L0+¢. (1)
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Obr. 4

Oznaéme Cj patu vysky z vrcholu C, v, velikost vysky CCy a z,
y, p velikosti pfislusnych aseki ACy, BCy, PCy (obr. 4), takze

D p

tgp = —, tg = -,
z Yy

tga =2, tgf= - (2)
z )

Pokud bod P neni priisecik vySek (tj. thel a + 1 neni pravy),
muzeme podle (1) psat

tg (o +9) = tg (B + o),

coz podle zndmého vzorce pro tangens sou¢tu po dosazeni z (2)
dava (vyuzivame rovnost tgatgy = tg[tgp, kterd z (2) navic
plyne)
Ve (P _Y P
T Yy Yy <z
neboli
(p—ve)(x—y)=0.

Protoze vzhledem k danym predpokladiim je p < v, a = # v,
nemuze posledni rovnost platit. Je tedy o+ % = 90° a bod P je
prusecikem vysSek, coz jsme chtéli dokazat.
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Jiné resSeni. Oznacme k kruZnici opsanou tétivovému &tyf-
uhelniku ABDFE a uvazme jes$té kruznice [ a m opsané trojihelnik-
um BEC a ADC (obr 5). Protoze tétiva BE kruznice [ protina
tétivu AD kruznice m v bodé P, maji kruznice [, m kromé& bodu C
jesté dalsi prusecik, ktery ozna¢ime M. Z uvedené konstrukce vy-
plyva, ze bod P lezi uvnitf kazdé ze tii uvazovanych kruznic a ma
k nim stejnou mocnost (je to jejich potencéni bod), proto bod P
lezi uvnitt tsec¢ky C'M. Z rovnosti obvodovych thli nad tétivou

Obr. 5

BC kruznice | plyne |[SBMC| = |[4BEC| = 180° — |SAEB|
a analogicky |[SAMC| = |SADC| = 180° — | ADB|, coz vzhle-
dem k rovnosti obvodovych thli | AEB| = |JADB]| nad tétivou
AB kruZnice k znamena, Ze

IXBMC| = | AMC)|.

Ozna¢me N patu vysky z vrcholu C trojiuhelnik-u ABC. Pokud
M # N, znamend posledni rovnost, Ze pravothlé trojuhelnik-y

BNM a ANM jsou shodné, coz ovSem odporuje predpokladu
|AC| # |BC|. Jeproto M = N, |XADC| = |{BMC| = |JAMC| =
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= 90° a bod P je tak prusecikem vysek trojihelnik-u ABC, coz
jsme chtéli dokazat.

6. Urcete vSechny usporadané trojice (z,y, z) navzajem ruznych
realnych éisel, které vyhovuji mnozinové rovnici

{x,y’z}z{x—y Yy—z z—m}.

y—2' 22— T—y

(J. Simsa)

Jsou-li z, y, z t¥i navzajem rizna realna cisla, pak hodnoty

T —y Yy—2z z—z
U= s U= , W=
y—2z zZ—z T—y

(1)

jsou ziejmeé Cisla riznéd od 0 a —1 a jejich soucin je roven 1. Stejnou
vlastnost tedy musi mit i hodnoty x, y, z z kazdé hledané trojice.
Budeme proto neustale predpokladat, Ze plati vztahy

z,y,z € R\ {0,-1}, z#y#z#zx, zyz=1. (2)

Protoze dand mnozZinova rovnice je pro usporadané trojice
(z,v,2), (2,z,y) a (y,z,z) stejnd, budeme kromé& (2) predpo-
kladat, Ze plati x > max{y, z}, a rozliS§ime dva pfipady podle
toho, zda y > z, nebo z > y. Zavedme jesté oznaceni intervali
Il = (0,00), I2 = (—1,0), I3 = (—OO, —-].).

Pripad x > y > z. Pro zlomky (1) zfejmé plati u € I, v € I,
aw € I3, takZze v > v > w. Dand mnozZinova rovnice proto miize
byt splnéna jediné tak, ze v = z, v = y a w = z. Po dosazeni
zlomki (1) a snadné tpravé dojdeme k rovnicim

ry+y=yz+z=zxr+zxz, kdexel,, yel, z€I3. (3)

Podle podminky zyz = 1 z (2) miZeme do rovnice zy+y = zx+2
za Clen zz dosadit 1/y a rovnici déle upravit:

1 1 —y? 1 1
:ry+y=§+x=>a:(y—1)= yy =>:v=-———;—y—=>y=—
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(Vyuzili jsme toho, Ze s ohledem na y € I, plati y # 1.) Z po-
sledniho vzorce plyne, Ze hodnota prvniho vyrazu v soustavé (3)
je rovna —1, takZe z rovnosti druhého vyrazu —1 mame

1 1 B 1+2x

7 =

1ty 1— 1z
l14+x

pak ovSem i tfeti vyraz v (3) je roven —1. Proto kazdé feSeni nasi
ulohy (ve zkoumaném ptipadé, kdy z > y > z) je tvaru

(4)

/

1 14+¢
(:va)z)—(tlv 1+t, ¢ )a
kde ¢ € I, je libovolné (protoze plati (3), zkouska neni nutnd).
Z uvedeného postupu rovnéz plyne, Ze volbou t € I5 (resp. t € I3)
ve vzorci (4) dostaneme vSechna FeSeni nasi tilohy s vlastnosti
z >z >y (resp. y > z > z), takze pfi vypisu vSech FeSeni
v zavérecné odpovédi neni nutné uvadét cyklické permutace trojic
ze vzorce (4).

Pripad x > z > y. Pro zlomky (1) tentokrat plati u € I,
v € I aw € I, takZie v > w > u, a dand mnozinova rovnice
je tudiz splnéna, pravé kdyz u = y, v = & a w = 2. Po dosazeni
zlomkt z (1) dojdeme k soustavé

r—y=yly—2), y—z=2(2-z), z—-z=2(z-y) (5)
Sedtenim téchto t¥i rovnic dostaneme
O=yly—2)+z(z—x)+2(z-y) = (y —z)(z +y — 22),

odkud vzhledem k z # y plyne z = %(.’IZ + y). Po dosazeni zpét
do (5) snadno zjistime (opét s ohledem na z # y), Ze vyhovuje
pouze T = 1, y = —2 a z = —3. Stejnou trojici ¢isel je tvoreno
(jediné) Teseni tlohy s vlastnosti y > z > z i (jediné) feSeni, pro
néz z >y > .

Odpovéd': Resenim tlohy jsou vSechny uspofadané trojice (4),
kde t € R\ {0, —1}, a tfi trojice (z,y, z) tvaru

1 1 1
&y T 5 ) _—ala—z)a (_2a__71)'
(1’ % 2) ( . 2
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Poznamka. VypiSeme-li vSech Sest moznych soustav odpovida-
jicich dané mnoZinové rovnici, dostaneme kromé soustav (3) a (5)
jeSté soustavy

z—y=2z(y—2), y—z=y(z—2), z—z=2(z —y);
z—y=2(y—2), y—z=2z(z-1), z—x=y(r—y)
r—y=y(y—2), y—z=2(z—2x), z—z =z(z —y);
z—y=2z2(y—2), y—z=ux(z— 1), z—z=y(x —y).

Prvni dvé vzniknou ze soustavy (5) cyklickou zdménou promén-
nych, takze je lze feSit tymZ postupem jako (5). Sectenim vSech
tfi rovnic v kazdé ze dvou zbyvajicich soustav dostaneme tutéz
rovnici

r24y? 422 = zy+yz+zz neboli (z—y)2+(y—2)2+(z2—2)? =0,
ktera ma jediné feSeni x = y = 2, coZ nejsou navzajem ruzna cisla.

Jiné feSeni. Jsou-li z, y, z tfi navzajem riznd redlna disla,
pak hodnoty
T—y y— 2z Z—x

) y W=
y—2 zZ—x zT—y

U =

(1)

jsou ziejmeé ruzné od Cisel 0 a —1 a plati mezi nimi vztahy

v=f(u), w=f(v) a u= f(w), (2)
1
kde f je linedrni lomena funkce dand predpisem f(t) = s
Presvéd¢ime se o tom pfimym vypoctem:
1 1 Yy—2 Yy—2z
U) = — = — = — — = ’U;
A Er i e B o E i R
y—2z

z dlivodu cykli¢nosti plati i zbyvajici dva vztahy v (2).
Uvedeny poznatek znamena, Ze kazdé feSeni tilohy je pro vhodné
t € R\ {0,—1} budto uspofddani trojice tvaru

(x’y’z) = (taf(t)’f(f(t))) = (t’_l_];_ta—l—:t)a

(3)
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nebo uspofadana trojice tvaru

1+t 1 )

(5, 3, 2) = (t,f(f(t))af(t)) = (t’_ t ' 14t

(4)
Zbyva provést zkousku: snadno se presvédcime, Ze zatimco trojice
tvaru (3) je feSenim pro kazdé t € R\ {0, —1}, trojice tvaru (4)
vyhovuji pouze prot = 1,t = -2 at = -—% a jsou to cyklické
permutace téchto tfi hodnot.
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Vysledkova listina celostatniho kola 56. roéniku MO
kategorie A

Vitézové:

7-8.

S

Michal Rolinek
Miroslav Klimos
Jifi Rihak
Zbynék Konecny
Hana Sormova
Samuel Riha

Anezka Faltynkova

Lenka Slavikova
Pavel Motloch
Tomas Javirek

Dalsi uspésni Tesitele:

11.-13.

14.
15.
1621,

22.-23.

Hana Bendova
Tomas Jeziorsky
Jan Maca

Alena Peterova
Sarka Gregorova,
Radim Hosek
Tomas Kobrle
Lukas Malina
Matéj Peterka
Toméas Toufar
Jan Varhara
Pavel Kuchyna
Marek Scholle

8/8 GJK Praha 6, Parléfova 2
2/4 GMK Bilovec

4/4 G Brno, t¥. Kpt. Jarose
3/4 G Brno, tf. Kpt. Jarose
2/4 G Brno, tf. Kpt. Jarose
2/4 G Brno, tf. Kpt. Jarose
4/4 GJS Prerov, Komenského
4/4 G Mnichovo Hradisté

6/6 GPB Frydek-Mistek

8/8 G Jesenik, Komenského

8/8 G Ceska Lipa

4/4 GMK Bilovec

7/8 G T¥ebi¢, Masarykovo nam.
7/8 G Dobruska, Pulickd

8/8 G Praha 6, Nad Aleji

8/8 G Ceské Budsjovice, Jirovcova
4/4 G Jilemnice

4/4 GChD Praha 5, Zborovska
7/8 G Praha 6, Nad Aleji

3/4 GMK Bilovec

6/8 GLJ Holesov, Palackého
6/6 GBN Hradec Kralové

8/8 G Pardubice, Dasicka

34
28
27
24
24
22
21
21
19
18

16
16
16
15
14
13
13
13
13
13
13
11
11
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ZADANI PRO SKOLNI ROK 2007—2008
Kategorie A

A-I-1. Najdéte vSechny trojice realnych &isel a, b, ¢ s vlastnosti:
Kazda z rovnic

2+ (a+1)z2 4+ (b+3)z + (c+2) =0,

2+ (a+2)22 + (b+ 1)z + (c+3) =0,

3+ (@+3)22+ (b+2)z+(c+1) =0
ma v oboru redlnych ¢isel tfi rtizné koreny, celkem je to viak pouze
pét riznych cisel.

(Jaromir Simsa)

A-I-2. V roviné je dana tsecka AV a ostry thel velikosti a.
Urcéete mnozinu stfedt kruzZnic opsanych vSem tém trojuhelnik-
im ABC' s vnitinim thlem « pfi vrcholu A, jejichZ vysky se pro-
tinaji v bodé V.

(Pavel Leischner)

A-I-3. Mnozinu M tvoii 2n navzajem riznych kladnych realnych
¢isel, kde n > 2. Uvazujme n obdélnik, jejichZz rozméry jsou cisla
z M, pricemz kazdy prvek z M je pouzit pravé jednou. Urcete, jaké
rozméry maji tyto obdélniky, je-li soucet jejich obsahi

a) nejvétsi mozny; b) nejmensi mozny.

(Jaroslav Svrcek)

A-I-4. Urlete pocCet koneénych rostoucich posloupnosti priroze-
nych &isel a1,as,...,ar vSech moznych délek k, pro které plati
a1 =1,a;|a;y1 proi =1,2,...,k—1 a ar = 969 969.

(Martin Pandk)
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A-I-5. Je dana kruznice k, bod O, ktery na ni nelezi, a primka p,
ktera ji neprotina. Uvazujme libovolnou kruznici /, ktera méa vnéjsi
dotyk s kruznici k a dotyka se i pfimky p. Prislusné body dotyku
ozna¢me A a B. Pokud body O, A, B nelezi v pfimce, sestrojime
kruznici m opsanou trojuhelnik-u OAB. Dokazte, Ze vSechny ta-
kové kruznice m maji dalsi spoleény bod rizny od bodu O, anebo
se dotykaji téze primky.

(Jan Mazdk)

A-I-6. Dokazte, Ze pro kazdé prirozené ¢islo n existuje celé cislo a
(1 < a < 5™) takové, ze plati 5" | a® — a + 1.

(Jdn Mazdk)

Kategorie B

B-I-1. Najdéte vSechna prirozena Cisla k, pro néz je zapis Cisla
6%.72007-k v desitkové soustavé zakonéen dvojéislim a) 02; b) 04.

(Eva Ridkd)

B-I-2. V pasu mezi rovnobézkami p, ¢ jsou dany dva rizné body M
a N. Sestrojte kosoétverec nebo Ctverec, jehoz dvé protéjsi strany
leZi na pfimkach p a ¢ a body M a N po jednom lezi na zbyvajicich
dvou stranach.

(Jaromir Simsa)

B-I-3. Jsou-li z a y realna &isla, pro néz plati z2 +y3 < 2, potom
x +y < 2. Dokaite.

(Jdn Mazdk)
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B-I-4. Najdéte vSechny pravouihlé trojihelniky s délkami stran a,
b, c a délkami téznic t,, tp, t., pro néz plati a+t, = b+tp. UvaZujte
oba pripady, kdy AB je a) pfepona, b) odvésna.

(Pavel Novotny)

B-I-5. Urcete vSechny dvojice a, b redlnych ¢isel, pro néz ma kazda
z kvadratickych rovnic

ax? +2bz+1=0, br’+2azx+1=0

dva rtizné realné kofeny, pricemz pravé jeden z nich je obéma
rovnicim spolecny.

(Jaroslav Svréek)

B-1-6. Obdélnik 2 005x 2 007 je rozdélen na ¢erné a bilé jednotkové
¢tverecky. Dokazte, ze pak pro jednu z barev (éernou nebo bilou)
existuje vice nez 95800 pravouhelniki (sloZzenych z jednotkovych
Ctvereckll), jeZ se navzajem nepfekryvaji a jejichz rohové Ctve-
reCky maji vesmés zvolenou barvu, pfi¢emz kazda z jejich stran je
tvofena aspon dvéma Ctverecky:.

(Pavel Leischner)

Kategorie C

C-I-1. Urdete nejmensi pfirozené Cislo n, pro néz i ¢isla v/2n,
v/3n, v/5n jsou pFirozena.

(Jaroslav Suréek)
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C-I-2. Ctytthelniku ABCD je vepsana kruZnice se stfedem S.
Urcete rozdil |[$ASD| — |[¥CSD|, jestlize |[SASB| — |[<BSC| =
= 40°.

(Jaromir Simsa)

C-1I-3. Mame urcity pocet krabicek a urcity pocet kulicek. Dame-li
do kazdé krabicky praveé jednu kulicku, zbyde nam n kulicek. Kdyz
vSak dame pravé n krabicek stranou, muzeme vSechny kulicky
rozmistit tak, aby jich v kazdé zbyvajici krabicce bylo pravé n.
Kolik mame krabicek a kolik kulicek?

( Vojtech Balint)

C-I-4. Tangram je skladacka, kterou lze vyrobit z papiru rozte-
zanim vystfizeného ¢tverce na sedm dili podle ¢ar vyznacenych
na obrazku. Pfedpokladejme, Ze délka strany &tverce je 2v/2 cm.
Rozhodnéte, zda lze z dili tangramu slozit:

a) obdélnik 2 cm X 4 cm,

b) obdélnik V2cm x 4v/2cm.

(Pavel Leischner)
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C-I-5. Ve skupiné n lidi (n > 4) se néktefi znaji. Vztah ,znat
se“ je vzajemny: jestlize osoba A zna osobu B, pak také B zna A
a nazyvame je dvojici znamych.

a) Jestlize mezi kazdymi ¢tyfmi osobami jsou asponi ¢tyfi dvo-
jice znamych, pak kazdé dvé osoby, které se neznaji, maji
spole¢ného znamého. Dokazte.

b) Zjistéte, pro kterd n > 4 existuje skupina osob, v niZ jsou
mezi kazdymi ¢tyfmi osobami aspon tii dvojice znamych
a soucasné se neékteré dvé osoby neznaji ani nemaji spolec-
ného znamého.

c) Rozhodnéte, zda ve skupiné Sesti osob mohou byt v kazdé
ctverici praveé tii dvojice znamych a praveé tii dvojice nezna-
mych.

(Jan Mazdk)

C-I-6. Klarka méla na papiru napsano trojmistné cislo. Kdyz ho
spravné vynasobila deviti, dostala ¢tyimistné cislo, jez zacinalo
touZz &islici jako ¢islo ptivodni, prostfedni dvé cislice se rovnaly
a posledni ¢islice byla souétem cislic pivodniho ¢isla. Které ctyr-
mistné ¢islo mohla Klarka dostat?

(Peter Novotny)



