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VYTVARAJUCE FUNKCIE

ANTON HuTa

Vznik pojmu vytvarajiacich funkcii sa viaze k menu Laplace
(1809). Dolezité miesto zaujima hlavne v oblastiach ako diferenény
pocet, tedria pravdepodobnosti, kombinatoricka analyza a tedria
Cisel.

Rozoznavame dva typy vytvarajucich funkcii. Majme dani po-

stupnost ¢isel ag,ay,az,...,an,.... Ak existuje rad
o0
Alt) = a0+ art+agt® + -+ +ant™ +--- =Y ant",
n=0

ktory konverguje v intervale —ty < t < to, potom A(t) je tzv. oby-
¢ajna vytvarajuca funkcia, resp. vytvarajica funkcia pre
postupnost {a,}. Ak je postupnost {a, }ohrani¢ené, potom po-
rovnanim s geometrickym radom dostavame, Ze rad A(t) konver-
guje aspon pre |t| < 1.

Ako priklady obyc¢ajnych vytvarajicich funkcii méZeme uviest
1. Vytvarajica funkcia pre koneént postupnost ag, a1, as,...,an,
priom ay i, = 0 pre n > 0 je polyném A(t) = ag + a1t + ast? +
+.--4ant". Konkrétneprea, =1,n=0,1,...,N;an+n = 0 pre

1 — tN+1
n > 0je A(t) = 14+t+£24. - 4tV = ——— Specialne napriklad
postupnost tvaru ag = 1, a, = 0 pre n > 0 ma vytvarajicu
funkciu tvaru 1 +0-z +0- 22 + ... = 1, a tiez postupnost tvaru
agp = 5,a1 = 3,a2 = —1,a, = 0 pre n > 2 ma vytvarajacu funkciu
tvaru A(t) =5+ 3t —t24+0t3.-. =5+ 3t — 2.

2. Vytvarajuce funkcie pre postupnosti ¢isel

(a) (n+1)-an41 pren=0,1,...,(N —1)
(by (n+2)-(n+1)-apny2 pren=0,1,...,(N —2)
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su

(a) A'(2), (b) A" (2),

pricom A(t) je vytvarajica funkcia z pripadu 1 a A’(t) a A”(t) su
prva a druha derivacia vytvarajucej funkcie A(t).

3. Vytvarajuca funkcia pre postupnost {a"}(a = const.) pre n =

= O,l,2,...,n,...,je A(t) —

) 1
pre |at| < 1, t.j. |t] < —.

lal

1-—at
Specialne pre a = 1 dostavame

Alt) = 7.

Podobne, ak |t| < 1 dostavame pre postupnosti

(a) an =1, pre n > 0 vytvarajicu funkciu tvaru A(t) =1+t +

+t2 ... = __1_
1=t
(b) an, = (—=1)", pre n > 0 vytvarajiucu funkciu tvaru A(t) =
1
=1—t4+2—t3...= ——,
N 1+t

(c) ap =1,pren=2kprek=0,1,2,...,a, =0, pren = 2k+1
prek =0,1,2,..., vytvarajiucu funkciu tvaru A(t) = 1+t2+

1
A8 . = .
+t* +t° + -

4. Vytvarajace funkcie pre postupnosti

(i (b) {n2), ik (e 1]

t t(t+1)
@ AG) = ) At = L2,
() A) = 2
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¢o bezprostredne vyplyva z vytvarajucej funkcie z pripadu 3 a
postupu z prikladu 2.

V dalSom si uvedieme zékladné pravidla ako pracovat s vytva-
rajucimi funkciami.
(i) Ak postupnost {a,} pre n =0,1,2,... ma vytvarajicu funk-
ciu A(t), potom postupnost {k - a,}, kde k = const. ma vytvaraj-
ticu funkciu k- A(t). Specialne, napriklad, z prikladu (3c) pre k = 2,

1

1—t2

(ii) Ak postupnost {a,} pren =0,1,2,..., ma vytvarajicu funk-
ciu A(t), postupnost {b,} pre n = 0,1,2,..., ma vytvarajicu
funkciu B(t), potom postupnost {a, +b,} pre n = 0,1,2,...,
ma vytvarajicu funkciu A(t) + B(t). Specidlne, napriklad, ak

dava vytvarajticu funkciu tvaru 24-2t24-2t44-2t64-. .. = 2.

1 1
1 1 r . .
potom A(t) + B(t) = - -+ vie 2. gz Cole pripad (i),

resp. pripad (3c) pre koeficient rovny hodnote 2.

(iii) Ak postupnost {a,} pre n = 0,1,2,..., ma vytvarajicu
funkciu A(t), potom postupnost tvaru {b,}, kde b, = 0 pre n =
=0,1,2,....,.k—1ab, =an_rpren=kk+1,k+2,..., mad
1
vytvarajacu funkciu t*A(t). Specidlne, napriklad, A(t) = =
z prikladu (3a), potom postupnost tvaru {b,}, kde b, = 0 pre
n=0,1,2,....,k—lab,=1pren=kk+1,k+2,..., ma vy-
tvarajicu funkciu tk + ¢kl 4 ¢h+2 4 o=tk (14t + 2+ .. 0) =

(iv) Ak A(t) = {20 aut"™ a B(t) = i::o b,t™, potom A(t) - B(t) =

o0
= ) cpt™, kde
n=0

n
cn = agbn, + a1bp—1 + agbp_2+ - +anbo = Zakbn—k-
k=0
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Postupnost {c,} nazyvame konvoliciou postupnosti {a,} a {b,}.

Je zaujimavé spomentt postupnost takzvanych Fibonacciho
¢isell. Tato je dand vzfahmi ag = 0,a; = 1,a, = an_1 + Gn_2 pre
n > 2,t.,].

ap0=0,a1=1, a3=ap4+a1=0+1=1,a3=ay+a;=1+1=2,
ag=a3+ay=2+1=3, as=a4+a3=3+2=235,
ag =as +ag =5+3=28, atd

Nasou ulohou bude zostrojit vytvarajicu funkciu pre Fibonacciho
postupnost. Polozme

A =Y ant™, (1)
n=0

Potom na zaklade vlastnosti (ii) dostavame, Ze

{an}, a1 = 1,a, = 0 pre n = 0,2,3,... ma vytvarajicu funk-
ciu t,

{Brn}, Bo =0, 0, = an—1, pren > 1 ma vytvarajucu funkciu ¢- A(t)
a konecne

{7}, 0 =71 = 0,9 = an—2, pre n > 2 ma vytvarajicu funk-
ciu t? - A(t).

Z toho vyplyva, Ze postupnost

{6n},00=0,01 =1+ ao,6n = an—1 + an—2, pre n > 2 ma vytva-
rajucu funkciu

t4+t-At)+t* - At) (2)

¢o je vytvarajica funkcia pre pévodni Fibonacciho postupnost.
Porovnanim vztahov (1) a (2) dostavame, A(t) =t +t- A(t) +t*-
- A(t), z ¢oho vyplyva, ze A(t) —t- A(t) —t? - A(t) = t. Upravami
dostavame

At)- (1—-t—t*) =t,

1Leonardo Pisano, znamy pod menom Fibonacci, taliansky matematik.
Informécie o jeho narodeni 1170 (3], [4], [5], resp. 1175 [6] ako aj smrti 1250
(3], [6], 1230 [4], 1240 [5] sa rozchadzaju.
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£.j.
t

A) = ——-

V dalSom si eSte odvodime explicitnii formulu pre vyjadrenie
n-tého Fibonacciho ¢isla. Uvazujme z1, zo také, Ze plati

1—:1:—332:(1—:1:1-:132)-(1—:1:2-:1:). (3)
1 _
Potom dostavame z; = +2\/3, Py == ! 2\/5. Rozkladom vytva-

rajuicej funkcie na parcidlne zlomky mame

x Ay Ay

- + ,
l—-z—22 11—z 1—29-Z

z ¢oho vychadza

1 1 V5 1 1 V5
5

A: = = ,A = — = — - - .
! 1 — 22 /5 4 T1 — X V5 5

Plati teda

z V5 11
l—z—22 5 l—-z12 l—2a9-2)

Oba zlomky v zatvorke na pravej strane vSak su sucty geometric-
kych postupnosti

1
l—z-x
1
l—x9-x

=1+mz+ziz®+...,

=142z +z32° +....
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Ak tieto vztahy dosadime, dostavame

z V5 1 1 3
1——:1:——:1:2__ 5 l—-z1-2 l—xz9-2)

(I+ziz+232®+...) — (L+zez+232° +...)) =

(
£
5

(A=1)+ (21 —x2) -+ (a2} —23) 2® +...).

Z poslednej rovnice mame, zZe

VB o VB ((1+vB) [1=vB\"
an—?'(xl—xz)—5' 5 - 2 )

¢im sme odvodili vzorec pre n-té Fibonacciho ¢islo. Postupnosti
vytvorené podla takéhoto vztahu nazval Edouard Lucas (1842 -
1891) Fibonacciho éislami.

Webové stranky [1], [2] ddvaji pekny pohlad na vztah Fibo-
nacciho cisel k prirode, architektire, vytvarnému umeniu a hudbe.

Zastavme sa na, chvilku pri hodnote

1465
+2\[ ~1,61803398874. .. (4)

Je to hodnota zlatého rezu, oznacovaného gréckym pismenom .
Da sa tiez dokazat, Ze

. an+1
lim

n—0 ap
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Hodnotu 1/¢ vyuZzivali uz grécki architekti. Svedectvom je sve-
toznamy Panteén. Aj v st€asnosti ho s Uspechom vyuzivaju ar-
chitekti, umelci a designéri.

K polynému (3) moézeme dospiet aj nasledujiicim spdosobom.
UvaZujme obdlznik so zakladiiou a a boénou stranou b, kde 0 <
a—2>b

b

b
< b < a, pre ktoré plati — =
a

Z toho dostavame % - % — 1 = 0. Ak dosadime % = Z,

dostavame polyném (3), korefiom ktorého je prave hodnota dana
1-+/5

R

S patuholnikom? tizko suvisi aj patcipa hviezda. T4to je stiéas-
tou zastav Eurdpskej tinie aj USA, kde na prvej s zIté, na druhej
s biele a tieZ symbolom esperanta je zelena pétcipa hviezda.

vztahom (4). Druhy koreii polynému (3) je

2Pripomertime si konstrukciu patuholnika. Na tisetke AB uréime bod F tak,
ze |EC| = |EF|, kde bod E je stred strany AS. F'D je strana patuholnika. Pre
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Poznamenajme este, Ze existuje Fibonacciho spoloc¢nost (Fi-
bonacci Society), so sidlom v USA, zalozena 1962, ktora vydava
od roku 1963 cCasopis Fibonacci Quarterly venovany Fibonacciho
¢islam a otdzkam s nimi stuvisiacimi.

Druhym typom si tzv. exponencialne vytvarajice funk-
cie. Pre postupnost {a,} je to rad tvaru

¢ t2 tm o0 tmn
E(t) :a0+a1.]i—'+a2.2_'++anm+22an m
n=0
Ako priklady exponencidlnych vytvarajicich funkcii mozeme
uviest:
1. Exponencidlna vytvéarajica funkcia pre postupnost {a"} (a =
const.) pren=0,1,...,n,... je

o0 tn
E(t) = e
(t) ;a -

uplnost dodajme, Ze SF je strana desatuholnika a SD strana Sestuholnika.

JAN
N
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Konkrétne pre postupnost {1}, t.j. a, = 1 pre vetky n je
E(t) = €.

2. Podobne ako v pripade oby&ajnych vytvarajtcich funkcii do-
stdvame, Ze exponencialne vytvarajice funkcie pre postupnosti

(a) {n}, (b) {n-(n—1)}, (c) {n?},
(a) E(t) =t-et, (b) E(t) = t2 - ¢!,
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