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PLANIMETRICKA ULOHA O EXTREMU

ALES KOBzA

Pti své pfednasce na XIII. seminafi o filosofickych otazkach
matematiky a fyziky, ktery se konal 21.-24. srpna 2006 ve Velkém
leni nad nasledujici zajimavou tlohu.

Je déna kruznice k se stfedem S a polomérem p. Ukolem je
nalézt pravouhly trojihelnik ABC o nejmensim mozném obsahu
takovy, aby kruznice k£ byla kruznici jemu vepsanou.

Vzhledem k tomu, Ze se jedna o ulohu, ktera je zcela reSitelna
stfedoskolskymi prostiedky, navic pfi jejim feSeni lze hezky pro-
pojit poznatky z riznych oblasti matematiky (planimetrie, trigo-
nometrie trojuihelniku, vySetfovani extrému funkee, ...), rozhodl
jsem se ji ve svém prispévku rozebrat.

Necht C znaéi vrchol hledaného trojihelniku ABC, u néhoz
lezi pravy thel. Strany trojuhelniku ABC ozna¢me obvyklym zp1i-
sobem malymi pismeny. Kone¢né body dotyku kruZnice k se stra-
nami trojihelniku ozna¢me T,, kde z je strana, na niz dotykovy
bod lezi (obr. 1).

Ta
Tb

Obr. 1
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Poznamenejme, Ze vyresit zadanou tlohu znamené délky vsech
stran trojuhelniku ABC vyjadfit v zavislosti pouze na parametru
p a to tak, aby jeho obsah nabyval poZadovaného extrému.

Nez se pustime do vlastniho feSeni, uvédomme si jesté zfejmou
skuteCnost, Ze libovolny trojuhelnik, ktery ma vepsanou kruZznici
s polomérem p, musi mit kazdou ze svych stran delsi nez 2p. V dal-
$im ukazZeme dvé rizna feSeni zadané lohy.

1. eseni. Nejprve provedeme obvykly postup, jakym feSime tlohu,
v niZ hledame extrém funkce. Zacneme odvozenim vztahu, kte-
rym je obsah pravouhlého trojuhelniku ABC vyjadien jako funkce
jedné proménné (délky vhodné strany tohoto trojihelniku) a pa-
rametru p. Poté s vyuzitim diferencidlniho poc¢tu najdeme algorit-
mickym zptisobem minimum této funkce. P¥i feSeni druhou meto-
dou si navic povSimneme, Ze k tomu, abychom tlohu vyfesili praveé
popsanym zplsobem, opravdu nelze obsah trojihelniku ABC' vy-
jadrit pomoci délky zcela libovoiné jeho strany (a parametru p).

Snadno nahlédneme, Ze ¢tytuhelniky T, AT.S a T.BT,S jsou
deltoidy a ¢tyruhelnik CTy ST, je ¢tvercem o strané délky p. Proto
pro délku prepony plati

c=a+b-2p. (1)

Dosazenim (1) do Pythagorovy véty, kterou dle naseho oznadeni
miiZeme zapsat ve tvaru c? = a? + b%, po tpravé dostavame

2ab — 4ap — 4bp + 4p*> = 0. (2)
Vyjadfime-li z rovnice (2) a, mame

= 2pb—p)

b—2p (3)

Pro Gplnost dodejme, Ze vztah (3) je zapsan korektné, nebot vime,

Ze jeho jmenovatel musi byt kladny. ProtoZe obsah S pravouhlého
trojuhelniku je roven poloviné soucinu délek jeho odveésen, tj.

Széw, (4)
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obdrzime po dosazeni za a z (3) do (4)

b2p - bp2

5= b—2p

(5)

. s vy v

proto by vztah (5) vySel zcela analogicky (pouze v proménné a) i
v pfipad€, kdybychom z rovnice (2) vyjadfili neznamou b.
Derivaci (5) dostavame

g P (b2 — 4bp + 2,02)

(b—2p)°
Polozime-li v (6) S’ = 0, vychéazi ndm stacionarni body b = (2 +
+ v/2)p. OvSem hodnota b = (2 — v/2)p nespliiuje podminku b >

> 2p, proto ji dale nebudeme uvazovat. Vzhledem k tomu, Ze
o znaménku S’ rozhoduje znaménko vyrazu

b —dbp+2p° = [b— (2+ V2)p) | [b- 2= v2)p],

(6)

vidime, Ze S’ < 0 pro b € (2,0, (2 + \/i)p), zatimco S’ > 0 pro
b > (2 + v2)p. To znamena, 7e funkce S nabyva v bods b =
= (24++/2)p svého globalniho minima. Postupnym dosazovanim za
b= (24v2)pdo (3), (1) a (5) pak zjistujeme, Ze nejmensi mozny
obsah Spin = (3 +2v/2) p> ma rovnoramenny trojihelnik ABC
o délkach odvésen a = b = (2 4+ v/2)p a piepony ¢ = 2(1 + v/2)p.

2. 1eSeni. Nyni tlohu vyreSime zpisobem, pii némZz nebudeme
potfebovat znalost diferencidlniho poctu. Za timto ucelem od-
vodime jesté dalsi vyjaddieni obsahu trojuhelniku ABC, tento-
krat pomoci délky prepony a poloméru kruznice vepsané. Obsah
trojuhelniku ABC' totiz mtZeme spocitat i tak, Ze seCteme ob-
sahy deltoida T, AT.S a T.BT,S a ¢tverce CTpST,, tj. utvart,
na které lze trojuhelnik ABC ,roziezat“. Vzhledem k tomu, Ze
kazdy z téchto deltoidl je tvofen dvéma shodnymi pravouhlymi
trojuhelniky, plati

S=(b-pp+(a—p)p+p*=(a+bp-p. (7)
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Vyjadfenim a + b z vySe ziskaného vztahu (1) a dosazenim do (7)
dostavame
S =cp+p?. (8)

Ze vztahu (8) vyplyva, Ze ¢im kratsi pfeponu bude trojihelnik
ABC mit, tim mensi bude jeho obsah. Nasim tkolem je tedy na-
1ézt nejkratsi moznou délku pfepony c tak, aby trojihelnik ABC
pozadovanych vlastnosti existoval.

Pokud bychom (8) chapali jako funkci proménné c s paramet-
rem p bez jakychkoliv dal§ich podminek, mohli bychom konstato-
vat, ze tato funkce nema extrém. Jestlize bychom vSak na zakladé
této skutecnosti tvrdili, Ze tloha proto nema reseni, byla by takova
uvaha chybna! Pfepona hledaného trojuhelniku totiz nemize mit
libovolné malou délku. Vime, Ze délka kazdé strany trojuhelniku
ABC musi byt vétsi nez 2p. Uzitim Pythagorovy véty odtud pro
pieponu dostiavame lepsi odhad ¢ > 2v/2p, oviem, jak jiz vime,
ani tato podminka stale neni dostate¢na pro existenci trojihelniku
ABC. Z uvedeného pouze vyplyva, ze vypocet minimalni mozné
délky pfepony ¢ neni mozné provést pomoci derivace (8) a budeme
proto muset postupovat jinym zptisobem.

Piedstavme si feSeny problém geometricky. Uvazujme kruz-
nici k se stfedem S a polom&rem p. Ve vzdalenosti v/2p od bodu
S pak zvolme libovolné ale pevné bod C. Z bodu C sestrojme
teény ke kruznici k a pfislusné dotykové body ozna¢me v souladu
s pfedchozim znaéenim T, a T}. Vedeme-li nyni libovolnou te¢nu
ke kruznici k takovou, aby protla obé dvé polopfimky opacné k po-
lopfimkam ’1—’:6’ a m, dostaneme vzdy jisty trojuhelnik s pravym
thlem u vrcholu C, jehoz kruznici vepsanou je kruznice k. Zbyva
roziesit otdzku, ktery ze vSech téchto trojuhelnikii ma nejkratsi
preponu.

Uvazme nejprve tu z popsanych tecen, kterd je kolmé k ose
uhlu 47,CTy. Jeji prisecik s polopfimkou C_’I_’; ozna¢me A a pri-
secik s poloptrimkou 57’; oznaéme B. Praveé sestrojeny trojuhelnik
ABC je zfejmé rovnoramenny. Déle uvazme jinou te¢nu kruznice
k s vySe uvedenymi vlastnostmi (tedy tecnu ridznou od primky

“—
AB) a analogicky jako v pfedchozim na ni definujme body A’
a B’. Bez ijmy na obecnosti miZeme v dalSim pfedpokladat, Ze
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Obr. 2

|A’C| > |B'C| (viz obr. 2). Tato imluva ndm formélné zjednodusi
nasledujici tvahy. Jesté ozna¢me P prusecik tseéek AB a A'B’.
Zbyvé dokéazat to, co ,,vidime“ z obrazku, tj. Ze nejkratsi moz-
nou pfeponu ma pravé rovnoramenny trojuhelnik. Toto dokaZeme,
ukazeme-li, Ze
|A'B’'| — |AB| > 0, (9)

protoze A’B’C je libovolny trojuhelnik (rtizny od rovnoramen-
ného) s pravym thlem u vrcholu C a vepsanou kruznici k. Vzhle-
dem k tomu, Ze plati

|AB| = |ATy| +|BT.|,
|A'B'| = |A'Ty|+|B'T,|

a ze body T}, A a A’ (resp. Ty, B a B’) jsou kolinearni, takze

|A'Ty| — |ATy| = |A'A|,
|BT,| - |B'T,| = |B'B|,

je nerovnost (9) ekvivalentni s nerovnosti

|A’A| — |B'B| > 0. (10)
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Vyjadrime-li délky asecek vystupujicich v (10) pomoci sinové véty
v trojuhelnicich AA’P a BB’P, dostavame

sin (SAPA’
[AA| = s§3135° : ' |4'P| (11)
* in (3 BPB')
Sin
IB'B| = I .|B'P|. (12)

Nebot |JAPA’| = |¥BPB’| a sin135° = sin45° = 1/+/2, obdr-
zime z (11) a (12)

|A’A| — |B'B| = V2(JA'P| — |B'P|)sin (S APA’) . (13)

Nyni si uvédomme, Ze |4 BPB’| < 45°. Kdyby tomu tak nebylo,
pak by bod A’ nemohl leZet na polopfimce opac¢né k polopfimce
:7"_,,5, coZ by byl spor. To znamend, Ze ihel 4 PB’B je tupy. Vzhle-
dem k tomu, Ze v libovolném trojuhelniku lezi proti vétsimu thlu
delsi strana, plati nasledujici nerovnosti

|A'P| > |AP| > |BP| > |B'P|. (14)

Kone¢né z (13) a (14) plyne, Ze (10) plati. To vSak vzhledem ke
zminéné ekvivalenci znamend i platnost nerovnosti (9), ¢imz je
dikaz hotov.

Zjistili jsme tedy, Ze trojuhelnik ABC je rovnoramenny. Pro-
toze délka jeho pfepony je dvojndsobkem délky vysky v na ni,
pfitemz v = p + |SC|, snadno vypoéteme, Ze ¢ = 2(1 + v/2)p.
Dosazenim tohoto vysledku do (8) nam vychéazi nejmensi mozny
obsall Sepn = (3 + 2\/5) p?. Koneéné jednoduchym uzitim Pytha-

gorovy véty, pak dostavame a = b = lézc = (2 4+ v2)p.
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