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SEPAROVANE MODELY PASCALOVA
TROJUHELNIKA

JANA PRIHONSKA

Blaise Pascal se narodil 19. ¢ervence 1623 v Clermontu v ro-
diné matematika Etienna Pascala, od néhoz ziskaval prvni mate-
matické vzdélani. Jiz od détstvi vynikal matematickym nadanim.
Znacnou zalibu projevoval v geometrii, studoval prace feckého ma-
tematika Apolléna z Pergy.

Ve dvanacti letech sestavil vlastni geometrickou soustavu za-
lozenou na Eukleidovi a v 16 letech napsal studii o kuZelosec-
kach, kde je mimo jiné obsazena i véta o Sestithelniku vepsaném
do kuzelosecky. Studoval matematiku, fyziku a filozofii. V roce
1653 zaslal Chevalier de Méré Pascalovi dva problémy hazardnich
her. Pascal v roce 1654 v dopisech konzultoval tuto problematiku
s francouzskym matematikem P. Fermatem a nizozemskym mate-
matikem a fyzikem Ch. Huygensem a pfispél k rozvoji myslenek
teorie pravdépodobnosti. Soucasné studoval i otdzky kombinato-
riky. V Pojednant o aritmetickém trojuhelniku vyslovil nékolik za-
kladnich poucek teorie pravdépodobnosti a kombinatoriky — zaby-
val se vypo¢ty binomickych koeficientti. Prvky binomického roz-
déleni pravdépodobnosti davaji znamy symetricky Pascaliiv troj-
uhelnik. Trojahelnikové usporadani binomickych koeficientii bylo
znamo jiz dfive (trojuhelnik byl jiZ uveden v ¢inském matematic-
kém traktatu z roku 1303), ale az jako ,Pascaliiv trojihelnik“ se
rozsitilo mezi evropské matematiky.

S Pascalovym trojihelnikem a jeho vlastnostmi jsou studenti
seznamovani v ramci uciva kombinatoriky. Ucitel by vsak mél dat
studentim prilezitost k tomu, aby jeho vlastnosti a nasledné jeho
vyuziti pfi feSeni problémi objevili sami. Nové metody feseni pro-
blémi poméha objevovat heuristické uvaZovani. Jednim ze zaklad-
nich cild vyucovani matematiky by pak mélo byt vést Zaka k osvo-
jeni tohoto zplsobu uvazovani.
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Mezi tlohy, které lze FeSit heuristickym uvazZovanim patfi ty
tlohy, kde je nutno objevit skryté vazby mezi podminkami tlohy,
mezi danymi, znAmymi a nezndmymi prvky tlohy [1]. Bylo po-
psano mnoho zakladnich postupi, uziteénych ve vétsiné pripadi.
V [5] nalezneme déleni fesitelskych postupt na:

e Hledani zakonitosti

Kresleni obrazkt

e Formulace ekvivalentnich problémi

Modifikace problému

Postup ,,odzadu”

e Zevseobecnéni
Podobné podle Kopky [4] patii k nejbéznéji pouzivanym heuris-
tickym strategiim

e Preformulovani tlohy

e Analogie

e Zevseobecriovani

e Specializace

e Cesta zpét

e Systematické experimentovani

e Konkretizace

e Zavedeni pomocnych prvki
V nasledujicich predloZenych problémech se budeme zabyvat otaz-
kou nalezeni vsech dostupnych cest v bludistich, resp. ve ¢tverco-
vych, krychlovych ¢i jinych typech siti. Problémy mtzZeme zafadit
mezi heuristické.

Strategie feSeni jednotlivych problému se muze lisit, avSak v fe-
Seni vSech problémi se da s vyhodou vyuzit Pascalova trojuhel-
nika. Pri feSeni problémi vyuzivame velmi casto hasseovské dia-

gramy (8|, které umozniuji lepsi vhled do zadané situace. S obje-
vovanim vlastnosti Pascalova trojihelnika je mozno zacit jiZ na
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zakladni skole. Jednou z moznosti, jak vyresit zadané problémy,
je vyuziti teorie grafli, resp. nékterych jejich metod [7], pfestoze
tato teorie neni soucasti standardnich osnov zakladni skoly.

Transformace zadané situace do prostiedi grafii vSak dobrie
umoznuje zakonitosti Pascalova trojihelnika objevit. Jde nam pie-
devsim o vlastni objev skrytého modelu Pascalova trojuhelnika.
Nez uvedeme zakladni problém, pripomenme, co rozumime Pas-
calovym trojihelnikem.

Pro kazdé celé Cislo k a realné cislo x plati

(i) ! <kil> - (iiD

Z této definice binomickych koeficientd plyne platnost nasledujici
rekurentni formule

()= (2) 6)

Tato formule umoznuje postupné pocitat hodnoty (Z) Tabulce
téchto hodnot se obvykle fika Pascaliv trojihelnik. V praxi vyu-
zitelné schéma ma pak obvykle tvar:

(“):1, nkeN,n>k

-------------------------------
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resp.

---------------------------------------

Prvky Pascalova trojihelnika tvofi koeficienty u jednotlivych
¢lend binomického rozvoje

(z£y)" =(0)a"y’ = (D" 9" + ()" 7" £ (5) 2"y’ + -+

+(_1)n—1( n )xlyn-—l +(_1)n(:)x0yn,

n—1
resp.

n

@+y)"=>_ Pz (@—y)" =) (1) ()"
k=0

k=0

ZAKLADNI PROBLEM
Hledani vSech podmnoZin dané mnozZiny

Hledejme pocet vSech podmnozin mnoziny S = {a, b, c}.
Reseni: Systematickym zapisem vSech moZnjch podmnoZin zis-
kdme strom FeSeni. Pfitom kazdy prvek bud je nebo neni prvkem
dané podmnoziny. Oznaéme prvek, ktery neni prvkem podmno-
Ziny @, resp. b, ¢. Strom feSeni vypada nasledovné:
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Podmnozina
S1 ={a,b,c}

e s
b<6 S4:{a,}
—<”< EZ;I;’}C}
<< saso

c
Kazda vétev predstavuje konkrétni podmnozinu S;, ktera je za-
psana vycétem svych prvki vedle uvedeného stromu reseni. Je evi-
dentni, Ze kazdym dalSim prvkem, ktery zahrneme do stromu fe-
Seni, se pocet vétvi zdvojnasobi.

V piipadé t¥iprvkové mnoziny ziskavame tedy 2x2x2 = 8 = 23
vétvi. Pro ¢tyrprvkovou podmnozinu podobné ziskame 16 pod-
mnozin, coz odpovida 2%. Tento podet je roven souétu prvki Pas-
calova trojuhelnika pro n = 4. Pro n-prvkovou mnozinu ziskame
2™ podmnozin. Sefadime-li nyni pfislusné podmnoZiny podle po-
¢tu prvki, ziskdme pocet podmnozin o stejnych poctech prvki
jako ¢leny Pascalova trojuhelnika.

Tyto tvahy mohou vést k diikazu celkového poctu vSech pod-
mnozin S; s k prvky mnoziny S, kterd ma n prvkia. Pocet téchto
podmnozin odpovida vztahu

5 ()
() ==

k=0 :
Uvedenéa rovnost vyplyva z binomické véty

e
n __ k,n—k
@ = (3 )k,
k=0
kdez=1ay=1.

O zminéné metodé a dalsich metodach, které se vztahuji k uve-
dené problematice, je mozné se vice docist v [5].
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PROBLEM 1 SR REEE

Kolika riznymi zpusoby p7i pohybu pouze a8 AZEK
doli a doprava od pismene k pismeni je RAZEK

moiné piecist slovo OBRAZEK (viz obr. 1)? & Z EK
Z E K

E K
K Obr. 1

Reseni: Pii &teni slova , obrdzek“ miizeme postupovat pouze ve
dvou smérech: doli a doprava. Symbolicky miizeme tuto skutec-
nost znazornit pomoci Sipek |, —. Abychom se od pocatecniho
pismene dostali k poslednimu, je nutno provést Sest pfesuni z vy-
chozi pozice. Hledame tedy pocet vSech podmnozin zdkladni mno-
ziny o Sesti prvcich, které jsou dany uvedenymi sméry postupu.

Dostaneme 2% = 64 rtiznych podmnozin, které odpovidaji hle-
danému poctu, jak je mozné piecist slovo ,,obrdzek*.

Zakreslime nyni zjednodusSeny plan situace. Vyuzijeme uzlo-
vého grafu, ve kterém vrcholy pfedstavuji jednotliva pismena (uzly
grafu), jejich spojnice (hrany grafu) pfedstavuji jednotlivé moz-
nosti postupu ¢teni daného slova, viz obr. 1a. Ve vrcholech ziskané
sité je vepsan pocet cest, vedoucich od startu do daného vrcholu
pti pohybu ve sméru Sipek. Pocet dostupnych cest je dan souctem
cest, které vedou do predchozich pismen.

Sec¢teme-li vSechny ziskané hodnoty u posledniho pismene K,
dostaneme celkovy pocet moznosti: 1+6+15+20+15+6+1 = 64,
tj. 26 moZnosti.

| el el el el el el el
ol o2 o3 e4 o5 6
o]l o3 o6 10 el5
ol o4 10 20

o]l o5 el15
el o6
o]l

Obr. la
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Uvedeny problém je mozno déale modifikovat a ménit slova ¢i
schémata, se kterymi pracujeme. Uvedme nékteré z dalSich moz-
nosti, jejichz reseni ponechame Ctenafi:

Kolika riznymsi zpusoby pri pohybu od pismene k pismeni je mozné
precist slovo KRUH, CTVEREC, MAMINKA ?

C
A
K A CEC
N KA CERETC
H INKA CERERETC
HUH MINKA CEREVERETC
HURUH AMINKA CEREVTVERETC
HURKRUH MAMIWNKA CEREVTCTVERESTC
HURUH AMINKA T VEREC
HUH MIHNKA VERESZC
INKA
H 5% K EREGC
K A REC
A E C
C
PROBLEM 2

Hledani poctu cest od startu k cili uvedené trasy

. Turisté stoupaji do kopce. Na kopec vedou serpentiny

)

~~_| - cesta se samymi zatdckami, doprava, doleva, pak
_—"1 zase doprava a zase doleva a tak ddle (viz obr. 2).
~\'\) Z mist, v nichZ se serpentiny ohybaji, miZeme na

vystupu pokracovat i primou cestou. Komu prudké
stoupdni nevadi, muzZe si cestu obcas zkrdtit.

i

|

Obr. 2: Schéma planku

Ukol: Ke kazdému bodu, ve kterém se cesty vétvi, napis, kolika
zpusoby se tam turisté mohou dostat. Samoziejmé se pritom nebu-
dou nikdy vracet, ptijdou stale vzhiru, ve sméru udaném nékterou
ze Sipek. Na prvni dvé rozhrani jsou jiz spravna feseni napsana. Ke
startu je pripsana 1, protoZe nikde pred startem nebylo rozcesti
a dalo se tam dostat pouze jedinou cestou.

Poznamka k 7tesSeni: Problém ukazuje pfi svém vyfeSeni na
souvislost mezi ¢isly jako u Fibonacciho posloupnosti. Cisla na
jednotlivych rozcestich, prochdzime-li po danych cestach piredlo-
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zeného planku, tvori stejnou posloupnost, jako pocty vétvi Fibo-
nacciho stromu. VZdy nésleduje po dvou sousednich ¢islech je-
jich soucet. Podivny strom Fibonacciho roste podle daného pra-
vidla: vzdy v pristim roce kazda boc¢ni vétev zacne rist smérem
vzhiru; z vétvi, které v pfedchazejicim (minulém) roce rostly smé-
rem vzhiru, vyroste vZdy v pfiS§tim roce nova bo¢ni vétev. Princip
naristani ukazuje obr. 2a:

B =T =

1. rok 2. rok 3. rok 4. rok
Obr. 2a: Pocet vétvi Fibonacciho stromu

Pocet vétvi v jednotlivych letech tvofi posloupnost: 1, 2, 3,
5, ... Pro naSe potieby budeme tuto posloupnost nazyvat Fi-
bonacciho posloupnosti — jde o Fibonacciho posloupnost, v niz
vynechavame prvni ¢len 1 a to z ¢isté praktického diivodu, nebot
v konkrétnich pfipadech na hledani poc¢tu cest vedoucich z daného
mista do jiného pfifazujeme podateénimu mistu 1 (neexistuje vice
moznosti, jak se do vstupniho mista dostat). Do konkrétniho mista
se pak miizeme dostat pouze pres nejblizsi body, z nichz do tohoto
mista vedou Sipky (tj. dodrZzujeme povoleny smér postupu).
55 ReSeni: Pro zjistovani ¢isla, které se piipise

o 21 k dalsimu rozcesti, si mizZeme pomoci jed-
13 8 noduchym prekreslenim planku. Po pripsani
5 ¢iselnych hodnot, vyjadfujicich pocet moznych
2 & cest, kterymi se do daného mista dostaneme,
5 1 gziskdme graf na obr. 2b.

1

Obr.2b: Prekresleni planku s feSenim
Odpovéd: Az na vrchol stoupani existuje celkem 55 rtiznych cest.
Poznamka: O vyuZiti grafi pfi feSeni tloh je pojednano napf.
v [6], [7]. Problémy 1 - 5 lze bez vétsich obtizi fesit jiz na zakladni
skole. Hovorime-li v dalsim textu o zakovi, mame na mysli Zaka
ZS i studenta nizsich roénik gymnazii.

Dokonceni pristée



