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KTERY CTYRUHELNIK MA NEJVETSI OBSAH?

DAG HRUBY

Cilem ¢lanku je ukézat uziti diferencidlniho po¢tu v geometrii.
Drive nez pristoupim k hlavni loze tohoto ¢lanku, kterou bude
nalezeni ¢tyfuhelniku maximalniho obsahu, ukazi nékolik souvise-
jicich tloh.

Uloha 1: Ktery trojthelnik o stranich a, b ma nejvétsi obsah?

¢ Reseni: Je-li ¢ velikost tihlu, ktery
sviraji strany a, b v trojihelniku,
b a pak
A S'v: labsingo (1)
B 2

1
Vzhledem k sinyp < 1 je %ab sinp < Eab. Odtud plyne Sier =

1
= §ab. Dany trojuhelnik musi byt pravothly. Na vztah (1) se také

miizeme divat jako na funkci proménné ¢.
1.
S{@) = §absm<p.

Nyni budeme hledat extrém této funkce. Pro prvni derivaci do-
stavame

—C-l—q = —1-abcos
do 2 #

d 1
Déleje£=0¢:>§abcosg0:0©g0:g.Bodgo:gjebod

podeztely z extrému. Snadno se presvéd¢ime, Ze v tomto bodé ma

funkce S = S(p) maximum a proto Sya; = %ab.



194 DAG HRUBY

Uloha 2: Ktery rovnoramenny trojihelnik ma nejvétsi obsah?

Reseni: Je-li ¢ velikost tihlu, ktery sviraji ob& ramena v trojthel-
niku, pak

1
& == §a2 sin @ (2)
Dalsi postup je stejny jako v tloze (1), staél polozit a = b.
1
Nakonec dostavame Sz = Eaz.

Uloha 3: Mezi vSemi trojihelniky o strané délky a a protilehlém
thlu velikosti o najdéte trojihelnik maximalniho obsahu.

C :
Reseni: V  trojthelniku ABC
oznacme [ velikost Uhlu pfi vr-
cholu B, ¢ = |AB| a v = v.. Pro
v obsah trojihelniku plati
N B Loy (3)
A ¢ B 2

Pro stranu c¢ plati ¢ = v(cot o + cot ). Pro obsah trojihelniku
1
plati S = §v2(cota + cot B). Dale je v = asin3. Po dosazeni

do (3) dostavame

1
S = 5“2 sin? B(cot a + cot 3).

Tento vztah neni zfejmé z pohledu planimetrie idealni pro diskuzi
o maximalnim obsahu danOho trojthelniku. Pokud si ale uvédo-
mime, Ze mnozinou vSech vrcholu C takovych trojuhelniku je mno-
zina vSech bodu v roving, ze kterych je vidét tseCku velikosti a
pod thlem «, pak po provedeni naértku snadno odhadneme, Ze
dany trojahelnik je rovnoramenny, a plati 8 = . My se vSak
podivdme na vztah (3) jako na funkci S = S(8) proménné g a
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budeme hledat jeji extrém. Pro prvni derivaci plati

ﬁ = a2 sin 3 cos B(cot a + cot B) — %az.

dap

1
Daéle je % = 0 & sinfBcosf(cota + cot B) = 3" Odtud postup-

nymi tpravami plyne 2 sin 3 cos 3 cot a+2 cos? 5 —1 = 0. Nakonec
dostavame pro extrém podminku

cota +cot28 =0
Tato podminka je ekvivalentni s rovnosti a+203 = 7. Ponecham uz

T—a o,
mé nase funkce

na ¢tenari, aby se presvédcil, ze v bodé 3 =

maximum. Pro thel v dostavime y =1 —a - (=28 -0 = (.
Hledany trojuhelnik je tedy rovnoramenny.

Uloha 4: Mezi vsemi lichob&niky s vlastnosti |[BC| = |CD| =
= |DA| = b najdéte lichob&Znik maximalniho obsahu.

Reseni: 'V lichob&z-

D C
niku ABCD oznacime ¢
velikosti Uhlu pfi vrcho-
lech A, B, protoze dany
® 2 lichobéznik je rovnora-
A B

menny.
Pfi oznadeni |AB| = a dostavame pro obsah lichob&Zniku S =

b
= (a + b> v. Déle je sinp = Y aproto S = (%) bsin . Nyni

2 b
a—>b

2b
pro a pak dostavame a = b+2bcosp. Pro obsah lichobézniku plati

si jeSté vyjadiime a pomoci b a ¢. Zfejmé plati cosp = a

S = b*(1 + cos ) sin ¢ (4)

Nyni budeme hledat extrém funkce S(¢) = b? sin b2 sin ¢ cos .
Pro prvni derivaci dostavame

as

= b2 cos ¢ + b2 cos? ¢ — bZsin® ¢
dip
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dsS
Dale je Zl—g; =0 & cosp + cos? ¢ = sin® p & 2cos?p + cosp —
1

— 1 = 0. Tato rovnice ma kofeny cos ¢ = 5 acosp= —1, z nichz

1
vyhovuje pouze koren cosp = 2 resp. p = -g Tento bod je bod

podeziely z extrému. Snadno se presvédéime, Ze v tomto bodé ma

1
funkce S = S(¢) maximum a proto Sy = b2 (1 + —> ﬁ -

2) 2
= —3\/§b2.
4
Nyni jsme, doufam, pripraveni k hlavni tloze tohoto ¢lanku.

Uloha 5: Mezi viemi étyithelniky, které maji dané velikosti stran
a, b, ¢, d najdéte Ctyruhelnik maximalniho obsahu.

Reseni: Ve &tyiuhelniku ABCD oznaéme «, 3, 7, § velikosti tthlu
pii vrcholech A, B, C, D a polozme |AB| = a,|BC| =b,|CD| =
= ¢,|DA| = d. Pro obsah ¢&tyfuhelniku ABCD ziejmé plati

g = %absinﬁ + %cdsind (5)

Na predchézejici vztah (5) se miZeme divat jako na funkci dvou
proménnych S = S(3,6). Abychom mohli poéitat v duchu pied-
chazejicih ivah, musime jednu proménnou vyjadrit pomoci druhé.
Rozhodnéme se, Ze vyjadiime § pomoci 3, resp. sin d pomoci sin 3.
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UvaZujme trojuhelniky ACD a ABC a pro stranu AC pouzijeme
dvakrat kosinovou vétu. Dostavame

c® +d? —2cdcosd = a? + b% — 2abcos
Odtud plyne

¢ +d® —a® — b* +2abcos B

cosd = S
AE+d>—-a®-b* ab
- 2cd gt
Pro zjednodusSeni polozme
& 4 d*—a? - b ab
A s = —,
2cd B cd

Muzeme tedy psati cosd = A + B cos 3. Déle je

sind = 1/1 — (A + Bcos3)?,

protoze 0 < B < m. Po dosazeni do (5) dostavame

S = %absinﬂ—l— %cd\/l — (A + Bcosf3)?

Nyni jsme dostali funkci jedné proménné S = S(f3).

dS (A+ Bcosf)Bsin
= —abcos = cd
dg 2 2 2 /1 - (A+ Bcospf)?
Po dosazeni za coséd = A+ Bcos3, B = —gg dostaneme
dsS cos d sin 3
a5 Eab cosf3 + = ab———————-——sin6
ds
B =0 < sindcosfB+sinfcosd =0 < sin(B+9) =0« G+

+ 6 = m. Odtud nutné plyne a + v = 7. Dany ¢tyiihelnik musi
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byt tétivovy. Po dosazeni do (5) dostaneme pro obsah tétivoveho
¢tyruhelniku vzorec

1
2

S (ab+ cd) sin B

Tento vzorec samoziejmé plati pro ¢tverec a obdelnik, jak se mu-
zeme dosazenim presvédcit.
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