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S CABRI DO TAJU LOBACEVSKEHO GEOMETRIE

MIROSLAV MACHACEK

Uvod

S eukleidovskou geometrii a jejimi aplikacemi se kazdy z nés
setkava kazdy den. Naproti tomu geometrie neeukleidovska je na-
Semu vnimani stale takika nekonecné vzdalena, ackoliv snad jiz
nikdo z matematik nepochybuje o existenci vice druhtt geomet-
rii.

V tomto prispévku se budeme vénovat Lobacevského geome-
triil, ktera je jednim specialnim p¥ipadem neeukleidovské geomet-
rie a jakymsi zobecnénim klasické eukleidovské geometrie. Zejména
ukazeme, jak dnes jiz klasickym nastrojem dynamické geometrie
Cabri miiZzeme sestrojit prostfedi jednoho z modelti Lobacevského
geometrie. V tomto prostfedi pak ukaZeme nékteré vlastnosti ob-
jektti Lobad&evského roviny?. Clanek by jisté nebyl tiplny bez krat-
kého uvedeni historie Lobadevského geometrie, popisu Poincarého
kruhového modelu Lobacevského roviny a zavérecného didaktic-
kého zamysleni nad touto tématikou.

Vznik Lobacdevského geometrie

Vlastni vznik této nové geometrie na pocatku 19. stoleti je
spjat se jmény Lobadevskij®, Gauss* a Bolyai®. Novému objevu
vSak predchézelo vice nez dvoutisicileté usili matematikti doka-
zat paty Eukleidiv® postulat, ktery se tyka rovnobé&znosti pii-
mek. Tento postulat je obsazen v Eukleidové dile Zdklady, které je

1 Lobagevského neeukleidovska geometrie byva také nazyvana hyperbolickd
geometrie.

2Lobacevského rovina byva také nazyvana hyperbolickou rovinou, kterou
budeme znacit Hs.

3Nikolaj Ivanovi¢ Lobacevskij (1792-1856), rusky matematik.

4Karl Friedrich Gauss (1777-1855), némecky matematik.

5Janos Bolyai (1802-1863), madarsky matematik.

6Eukleides z Alexandrie (? 340-280), fecky matematik.
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nejvyznamnéj$im matematickym dilem starovéku. Nakonec prede-
v8im pravé Lobacevskij vystavél zaklady nové geometrie zalozené
na negaci axiomu rovnobéznosti.

Axiom Lobacevského geometrie: V roviné prochdzi bodem
mimo primku alespon dvé ruzné s ni se neprotinajici primky.

Obr. 1

Toto tvrzeni se zda byt na prvni pohled nesmyslné, odpo-
ruje totiz klasickému eukleidovskému pojeti rovnobéznosti, avsak
z Cisté matematického hlediska je geometrie vybudovana na tomto
zaklad€ bezesporna. Ma tedy smysl vybudovat systém vét a definic
platicich v Lobacevského geometrii. Upozornéme jesté, Zze nékteré
objekty (napf. neeukleidovsky ekvivalent kruznice) jsou defino-
vany jinym zpusobem neZz v geometrii eukleidovské. Definuji se
napf. tzv. soubé&zky, coz jsou hrani¢ni pfimky mezi riznobézkami
a rozbézkami (viz nizZe).
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Poincarého’ kruhovy model Lobaéevského roviny

Lobadevského geometrie byla zpocatku tvrdé odmitana jako
nesmyslna teorie. Jednim z podnétd k prijeti této discipliny ma-
tematickou vefejnosti bylo sestrojeni eukleidovskych modelt, ve
kterych plati tvrzeni této geometrie. Takovy model mizZzeme v ro-
viné sestrojit nasledujicim zptsobem.

V béZné eukleidovské roviné zvolme kruh I'. Rovinou Hy bu-
deme rozumét vnitfek kruhu int(T). P-body® budou viechny body
int(I"). P-primky budou dvojiho druhu:

a) vSechny priméry kruhu I" bez krajnich bod,

b) oteviené kruhové oblouky, které vzniknou jako prinik int(I")
a eukleidovskych kruznic, které ortogonalné protinaji hra-
ni¢ni kruznici kruhu I'.

Body hraniéni kruznice budou nevlastni body roviny Hj.
Dilezité bude zavedeni délky usecky v Hy a pojem shodnosti.
Definice: P-délku P-tisecky v Poincarého kruhovém modelu defi-

nujeme vztahem
i (14211291
|[AQ| |BP|/ |’

dp(AB) =

kde P, @ jsou krajni body oblouku nebo primeéru, na némz lezi
useCka AB a kde |AP|, |AQ)|, |BQ|, | BP)| jsou klasické eukleidovské
vzdalenosti.

P-usecky jsou pak P-shodné, jestlize maji stejnou P-délku.
Daéle plati: /}i_{np dp(AB) = o0 a gi_r’nQ dp(AB) = oo, tedy P-délky

nabyvaji vSech kladnych reilnych hodnot. Shodnost ihlu je ana-
logicka s eukleidovskou rovinou, tj. méfit P-uhly mezi dvéma P-
pfimkami znamen4 méfit eukleidovské tihly mezi dvéma teénami
k danym dv&ma P-pfimkam v jejich priseciku (viz obr. 2).

Jak je to s Lobacevského axiomem? Obr. 3 ukazuje, Ze bodem
leZicim mimo danou pfimku p mize prochazet vice neriznobézek,

7Henri Poincaré (1854-1912), francouzsky matematik.
8Body hyperbolické roviny znizornéné v Pioncarého modelu.
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z nichz dvé vykazuji vici pfimce p asymptotickou vlastnost — tyto
primky jsou soubé&zky, ostatni nertiznobézky jsou tzv. rozbézky a
posledni skupinou pfimek jsou klasické riiznobézky.

Mohli bychom ukéazat, Ze v tomto modelu plati jesté dalsi axi-
omy hyperbolické geometrie, zaméfime se vSak nyni jiZz na program
Cabri Geometrie.

Zakladni konstrukce v Poincarého kruhovém modelu Lo-
bacdevského roviny v Cabri

Nejprve v programu Cabri vytvorime vyse uvedeny model ro-
viny Hj, zdkladni objekty budeme oznadovat jako P-primky, P-
usecky, P-trojuhelniky, P-kruZnice atd. Zaroven s konstruovanim
objekti budeme ukladat i tzv. makrokonstrukce, které ,zautoma-
tizuji“ nami vytvorené konstrukce.

Zéakladni konstrukce jsme rozdélili takto:

e sestrojeni P-pfimky prochazejici dvéma danymi body
e sestrojeni P-pfimky spojujici dva dané nevlastni body
e sestrojeni P-uiseCky s dvéma danymi hrani¢nimi body

e sestrojeni P-polopfimky s danym pocateénim bodem a pro-
chazejici dalsim bodem
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e sestrojeni P-trojuhelnika se tfemi danymi vrcholy

e zméfeni P-délky dané P-useCky

e zméfeni velikosti P-uhlu daného tfemi body

e sestrojeni P-kolmice na danou P-pfimku

e sestrojeni P-kruznice s danym stfedem a s danym P-polomérem
e sestrojeni P-kruznice s danym stfedem a danym bodem

e sestrojeni P-osy dané P-usecky

e sestrojeni obrazu daného bodu v osové soumérnosti podle
dané P-primky

Pro ukazku uvedeme tfi dlohy. Kli¢ové bude casto vyuZiti
vlastnosti kruhové inverze souvisejici s ortogonalitou kruznic, které
mame k dispozici.

Priklad 1: Sestrojte P-primku prochdzejici dvéma dangmsi body.

Postupujeme tak, Ze sestrojime kruznici prochézejici dvéma
danymi body A, B, ktera ortogonalné protina danou kruzZnici 7,
jenz je hrani¢ni kruZnici roviny H,. (Body ovSem leZi uvnitf dané
kruZnice.) Nejprve v kruhové inverzi podle kruZnice v zobrazime
jeden bod — napf. A, nebot jeho obraz bude leZet na hledané kruz-
nici. Sestrojime tusecku AB a dalsi isecku AA; obé jsou tétivy hle-
dané kruznice. Nyni sestrojime osy obou tusecek; ty se protinaji
ve stfedu hledané kruznice. Sestrojime kruznici k s timto stfedem
a prochazejici body A, B. Priniky kruznic k£ a v body P, Q jsou
krajni body kruhového oblouku, ktery sestrojime a ktery opét pro-
chazi body A, B - tim je P-pfimka, ktera je otevienym kruhovym
obloukem, sestrojena. (Takovym ,obloukem® miZe byt i tisecka
v piipadé, Ze body A, B lezi na primeéru kruznice v — sestrojeni
P-pfimky prochézejici takovymi body je trivialni.)

Nyni vytvofime makrokonstrukci, kterda umozni pfedchozi kon-
strukci vytvaret automaticky. Vstupni objekty makra budou kruz-
nice v a dva body leZici uvnitf této kruznice, za vystupni objekty
zvolime kromé kruhového oblouku, jenZ je P-pfimkou, i kruznici,
ktera ho generuje.
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Piiklad 2: Zmérte P-délku dané P-tusecky.
Piedpokladejme, Ze mame v tomto modelu danu P-tse¢ku AB
a chceme zmérit jeji P-délku. Pfipomenime vztah pro urceni délky

usecky:
In (IAPI , IBQI)
|[AQ| |BP|

Budeme potfebovat eukleidovské vzdalenosti |[AP|, |AQ|, |BQ)|
a |BP|; sestrojime tedy P-pfimku AB, abychom zjistili polohu
nevlastnich bodi P a Q. Zméfime nyni délku potfebnych tsecek
a k uréeni dp(AB) vyuZijeme kalkulator, do kterého vkladame
podle vzorce naméfena Cisla; vysledek vyneseme z kalkulatoru na
nakresnu (viz obr. 5).

Makrokonstrukci vytvorime tak, aby vstupnich objekti bylo
co nejméné, tedy pouze dana kruznice v a dané dva krajni body
usecky, vystupni objekt bude ¢islo — vysledek, jenz jsme vynesli
z kalkulatoru na néakresnu.

Priklad 3: Sestrojte P-osu dané P-usecky.

Ptiedpokladejme, Ze jiz mame uloZenou makrokonstrukci, kte-
rou v této uloze budeme potiebovat. Nejprve sestrojime dvé

dp(AB) =

b
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AP=3,38 ¢cm
AQ=1,17 cm
8 BQ=2,81 cm
BP=1,77 ¢cm
P-délka AB=1,53

Q

Obr. 5

P-kruznice (mnoziny bodt, které maji stejnou vzdéalenost od da-
ného bodu), jejichz stfedem je jeden z krajnich bodid usecky a
které prochazi druhym krajnim bodem. KruZnice se protinaji ve
dvou bodech — ty stadi spojit a tloha je vyfeSena. (V tloze je pa-
trnd analogie s eukleidovskou konstrukci osy usecky, viz obr. 6.)

Jednoduse vytvofime dalsi makrokonstrukci. Vstupni objekty
budou kruZnice 7y a dva body, které jsou krajnimi body P-usecky,
jejiz P-osu chceme sestrojit — ta bude vystupnim objektem.

Vytvofenim fady makrokonstrukci jsme nyni sestrojili pro-
stfedi pfislusného modelu Lobacevského roviny v programu Cabri.
Upozornéme, ze vidy jde o dynamické konstrukce, tzn. s objekty
muZeme pohybovat, a nize tedy miZeme zacit studovat vlastnosti
né€kterych objekti Lobacéevského roviny.

Vlastnosti objektti Lobadevského roviny prezentované
v Cabri

Ve vytvofeném modelu bychom mohli ovéfit napt. tato tvrzeni
tzv. absolutni geometrie®:

e platnost trojuhelnikové nerovnosti

e v trojuhelniku lezi proti vétsi strané vétsi uhel a proti vét-
$imu uhlu vétsi strana

9Geometrie zaloZzend na axiomech spole¢nych Eukleidov2 a Lobacdevského
geometrii.
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e osova soumérnost je shodné zobrazeni aj.

Dalsi vlastnost geometrie Lobacéevského roviny miiZeme pre-
zentovat formou feSeni ulohy.

Pr¥iklad 4: Ovérte platnost véty: Osy stran trojihelnika se pro-
tinaji v jednom bodeé; je to stred kruznice opsané trojuhelniku.

Pomoci makrokonstrukci sestrojime P-trojihelnik a osy jeho
stran — mohly by se protinat v jednom bodé (obr. 7a). Sestro-
jime P-kruZnici s timto stfedem, ktera prochézi jednim z vrcholi
P-trojuhelnika. P¥i pohybovani vrcholy P-trojihelnika je vSak pa-
trné, Ze P-osy stran (eukleidovské kruzZnice) se nemusi protinat
(viz obr. 7b); pokud se vSak protinaji, pak v jednom bodé a pouze
uvnit¥ kruznice . Osy stran zfejmé vytvari tfi rizné typy svazki
pfi riznych polohach vrchold trojihelnika — tloha vede k obec-
n&j$imu terminu ne? je kruznice a tim je cyklus!®. Tento ptiklad
zakonéeme Vétou, kterou jsme de facto dokazali:
V Lobacevského roviné existuje trojuhelnik, jemuz nelze opsat kruz-
nici.

Obr. 7a Obr. 7b

Podobné bychom mohli ukazat platnost téchto tvrzeni:

e v Lobadevského roviné nemusi existovat ortocentrum troju-
helnika

10Definice cyklu je pomérné komplikovana, neni zaloZena na stfedu a polo-
méru kruznice.
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e neplatnost Thaletovy véty v Lobacevského roviné

Jde ovSem o tvrzeni ekvivalentni s axiomem rovnobéznosti, tudiz
v roviné Hy nemohou platit. Dalsi priklad se bude vénovat tvrzeni
vychazejicimu z negace axiomu rovnobéznosti.

Priklad 5: Ovérte platnost Véty: Soucet vnitinich hli v troj-
thelniku je vidy mensi neZ 2R.

Staci vyuzit makro pro méfeni velikosti Ghlid, vlozit tyto t¥i
naméiené hodnoty do kalkulatoru a secist je. Pohybujeme vrcholy
P-trojahelnika a presvédc¢ujeme se, Ze nerovnost plati. Zkusme na-
vic pohybovat vrcholy tak, aby byly vSechny tfi co nejbliZe hranici
Lobaéevského roviny (tj. kruznici ) — pozorujeme, Ze soucet veli-
kosti vnitfnich hli P-trojihelnika je v tomto pripadé velmi malé
Cislo (blizi se 0°) (obr. 8b). Pokud naopak pfesuneme vSechny tfi
vrcholy co nejblize k sobé (obr. 8a), soucet bude blizky 180°, ale
dosahne je aZ pfi nekonedn& malych rozmérech P-trojihelnika.!!
Ukéazali jsme tak dalsi vlastnost trojuhelniki v Ho:

Cim jsou strany trojihelnika vétsi, tim je soucet jeho vnitinich
tuhli menst.

. BAC=0,9 °

7 BAC=44,1 )
ABC=49,3 ° ABC=9,8

BCA=86,8 °* BCA=0,6°

Soutet Uhii: 179,23 °

Obr. 8a

Dale bychom mohli , dokazat“ tato tvrzeni v Hj:
e soudet vnitinich uhli v ¢tyruhelniku je vidy mensi nez 4R

e rozbézky se od jejich spoleéné kolmice od sebe nekonec¢né
vzdaluji

1 Dostali bychom tak klasicky eukleidovsky trojuhelnik; ukazka toho, Ze
eukleidovskd geometrie je geometrii ,nekone¢né malych &ar“.
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e soubézky se k sob& neomezené blizi
e ekvidistantou pfimky neni pfimka

Na zavér této kapitoly jesté ukaZzeme jednu vlastnost Lobacev-
ského roviny.

Priklad 6: Dokazte, Ze v roviné Hy maji rozbézky jedinou
spolecénou kolmici.

Méjme tedy dany dvé rozbézky v roviné H,. Sestrojit jejich
kolmici znamena najit kruznici, jenz je kolmd k danym dvéma
kruznicim a zaroven kolméa ke kruznici . VyuZijeme toho, Ze
v kruhové inverzi jsou vzor, obraz a stifed inverze kolinearni, a
zaroven vyuZijeme ortogonality objekti, které mame k dispozici.
Vsimnéme si, Ze dvojice prisecikii kruznic generujici dané roz-
bézky s kruznici v lezi zaroven na dvou kruznicich, které jsou
vzhledem ke kruhové inverzi podle hledané kruznice samodruzné
— obé tyto dvojice musi tvofit vzor a obraz v této kruhové inverzi.
Spojime tedy nevlastni body vidy kazdé z rozbézek a prisecik
téchto pfimek nadm déava stfed hledané P-kolmice (eukleidovské
kruznice); jeji sestrojeni je jiz rutinni zaleZitosti — znamena se-
strojit kruznici, jenZ je ortogonalni na kruznici v, a jejiz stied
zname. Dvé rizné eukleidovské primky maji nejvyse jeden prise-
¢ik, tzn. hledana eukleidovska kruznice bude také jedna, tedy dveé
rozbézky maji pravé jednu spole¢nou kolmici.

Jesté zdiraznéme, Ze od této ulohy jiz neni daleko k urceni
vzdalenosti dvou P-piimek.

Zavér

Neeukleidovska geometrie ma své misto ve vysokoskolské vyuce
matematiky. Jde o didakticky pomérné naro¢nou tématiku, nebot
souvisi s axiomatickou vystavbou geometrie a zde studenti Casto
nemaji ,,na ¢em stavét“, nebot na niZsich tirovnich $kol axiomatika
nebyva probirana. Nejvétsi potizi byva pochopit, Ze velka ¢ast ge-
ometrie neni postavena na eukleidovském axiomu rovnobéznosti,
ktery maji studenti empiricky ,zazZity“ jako jeden ze zakladnich
kamenii geometrie.
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Rozvoj praxe a védy vSak ukazal, Ze eukleidovska geometrie je
pouze prvnim pfibliZenim v poznani geometrickych vlastnosti sku-
teéného prostoru. Ukazalo se, Ze dalsim pribliZzenim ve vySetfovani
skuteéného prostoru je geometrie neeukleidovska, napf. Lobadev-
ského geometrie.

Radi bychom, aby tento ¢lanek pfispél k tomu, aby ctenaf,
popf. uzivatel programu Cabri lépe poznal Lobacevského neeuk-
leidovskou geometrii a mohl v co nejvétsi mife vyuzit mozZnosti
tohoto programu pfi konstrukcich v modelech této geometrie.

RNDr. Miroslav Machdcek
Magistri 5/384

140 00 Praha 4 — Michle
e-mail: mmachac@centrum.cz



