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OD OBSAHU CTVERCE K DETERMINANTU
DRUHEHO RADU

MILADA KOCANDRLOVA

1. Uvod

Kazdy z nas se jisté setkal s definici determinantu (napf. [1]):

detA = Z(sign P)G1p,G2p, - - - Cnp,,
{r}

tj. souctem soucint prvkl a;; €tvercové matice pfes vSechny per-
mutace p = (p1,p2,.-.,Pn) indext 1,2,...,n, kde signp je zna-
ménko permutace p. Rozepisovat soucet vpravo pro velkd n neni
$tastné. Z takto definovaného determinantu se také odvozuji jeho
vlastnosti a hleda se jejich geometricky vyznam. My budeme po-
stupovat pravé obracené, od geometrického vyznamu k vypoctu,
determinantu 2. fadu, ale také 3. fadu. Postup lze pouzit na
stfedni Skole jak v souvislosti s obsahem rovnobéznika uréeného
dvojici vektorli, tak s objemem rovnobéznosténu, ktery je uréen
trojici vektorti. Pfipomeneme proto nejprve (viz [2]) vlastnosti
vektori, které budeme dale potiebovat.

2. O vektorech

Nenulovym vektorem u rozumime mnoZinu vSech orientova-
nych usecek, které maji stejnou velikost a stejny smér. Kazdou
takovou tuseCku nazveme umisténim vektoru u. VSechny nulové
usecky tvori nulovy vektor. Dvé riizné orientované usecky urcuji
stejny vektor, dostaneme-li jednu z druhé posunutim. Rikame,
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ze nenulovy vektor u lezi na pfimce p, je-li kazdé jeho umisténi
s pfimkou p rovnobézné. Velikost vektoru je délka jeho umisténi.

Méjme uspofddanou dvojici nenulovych vektort u;, uz, které
jsou uréené orientovanymi useckami PA, PB se spole¢nym poéa-
tenim bodem P a neleZi na jedné pfimce. Uspofadanou dvojici
(u;, uz) nazveme pravotoé&ivou, polozime-li pravou ruku hranou na
rovinu ABP a prsty ruky ndm ukazuji smér ota¢eni polopiimky
PA do polopfimky PB (o konvexni tihel). Analogicky zavedeme le-
votodivou uspofadanou dvojici vektori. O kazdé uspofadané dvo-
jici vektorti (vektory nejsou rovnobéZné s jednou piimkou) tak
muZeme rozhodnout zda je pravotociva nebo levotociva. Dosta-
vame dvé tfidy uspofadanych dvojic vektort.

Ziejmé plati:

e Je-li dvojice (u;, uz) pravotodiva, je dvojice (uz,u;) levoto-
¢iva.

e Je-li (uj;,uz) pravotoéivd dvojice, jsou dvojice (kuj,us),
(uj, kuz) pro k > 0 pravotocivé a pro k < 0 levotocivé.
Podobné pro levotoc¢ivou dvojici vektor.

V roviné pracujeme v kartézské soustavé souradnic, ktera je uréena
pravotocivou uspofddanou dvojici (jednotkovych a kolmych) ori-
entovanych usecek — vektori. Takovou soustavu soufadnic nazy-
vame pravotodivou. Soufadnice pfifazujeme jak bodim, tak vek-
torim.

2.1. Skalarni souédin vektoru

KaZdym dvéma vektorim u = (uj,us), v = (v1,v2) miZeme
prifadit ¢islo
u-vVv =uv + uavs,

které nazyvame skalarni sou¢in vektort. Z vlastnosti readlnych ¢isel
je zfejmé, Ze pro skaldrni soudin vektort plati
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u-v = v-u
(cu)-v = c(u-v)
(u+v)w = uw+v-w

u-o = 0
uu = |uf?,

kde o je nulovy vektor a |u| je velikost vektoru u.

Mame-li v roviné dva nenulové vektory u,v, miZeme zvo-
lit kartézskou soustavu soufadnic tak, Ze u = (Jjul,0) a v =
= (|v| cos ¢, |v|sin ). Pak

u- v = |u||v|cose.

Uhel ¢ € (0, 7), definovany touto rovnosti, nazyvame tihel vektort
u, v. Jsou-li vektory u, v kolmé, pak u-v = 0.

Analogicky zavedeme skalarni souéin pro vektory v prostoru.
Vlastnosti i geometricky vyznam jsou stejné jako u vektord v ro-
viné.

3. Vnéjsi soudin vektoru

Uspofadané dvojici vektori pfifadime nyni &islo se ziejmym
geometrickym vyznamem, které nazveme vnéjsi soucin. Je-li (u, v)
uspofadand dvojice nenulovych vektort, sestrojime rovnobéznik
ABCD tak,%e B— A=ua D — A =v. Obsah tohoto rovnobéz-
nika oznaéime S(u,v). Ve specidlnim pfipadé miZe rovnobé&Znik
piejit v tseCku. Pak S(u,v) = 0. Je-li u = o nebo v = o, je
S(u,v) =0.
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Vnéjsi soucin vektoru u, v je Cislo
[ S(u,v) je—li(u,v) pravoto&iva uspofddana
dvojice vektorti,

[u,v] =< —=S(u,v) je—1li (u,v) levotoéiva uspofadana
dvojice vektori,

| 0 lezi — li vektory wu,v na jedné pfimce.

Snadno se presvéd¢ime, Ze pro takto definovany vnéjsi soucin

plati:

V1. Je-li uspofddand dvojice (u,v) pravotodivd a oba vektory
jsou jednotkové a kolmé, pak [u,v] = 1. Vektory uréuji
strany jednotkového ctverce.

V2. [u,v] = —[v,u]
V3. [u,v + V'] = [u,v] + [u, V']

V4. [u, kv] = k[u, v]

4. Determinant 2. fadu

UvaZujeme vektory a; = (a11,a12) a a2 = (a21,a22). Deter-
minantem (2. ¥adu) nazyvame &islo (vné&j$i soudin) [a;, az] a
znac¢ime ho

Protoze jsme determinant definovali pomoci vnéj§iho soucinu
vektori, plati pro fadky determinantu stejnd tvrzeni jako platila
pro vektory ve vnéj§im soucinu. Podle toho pro determinant |A |
podle V3 plati
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'Al= aii, O 0, a2 —
az1, Q22 az1, Q22
ann, 0O ai;, 0 0, a2 0, a2
0, a2 az, 0 az1, O 0, a2

Nasledujici dva determinanty maji bud aspoii jeden fadek nulovy
nebo vektory obou fadki leZi na jedné pfimce. Proto

ai;, 0| 0, a2 | __
a1, 0| 0. I 0, ax | 0
Potom podle V4 je
1, 0 0, 1
|‘A'| = a110a22 O, 1 + a12021 1’ 0 . .

Podle vlastnosti V1 a V2 je determinant 2. fadu éislo

a11, Qa2
= a11022 — G120G21-
az1, @22
taimé. Fa zaniX - . .. | a a
Je ziejmé, Ze zapiSeme-li vektory a;, a; do sloupciy, tj. a”’ 021
12, 22

hodnota determinantu se nezméni. Tudiz to, co vyslovime o fad-
cich determinantu, plati i pro jeho sloupce.

Dusledky vlastnosti V1 az V4 vnéj$iho souéinu pro determi-
nanty:

1. Determinant s jednotkovymi a kolmymi fadky (sloupci), které
tvoii pravoto¢ivou uspofadanou dvojici vektord, je roven 1.

2. Zaménime-li v determinantu fadky (sloupce), zmé&ni determi-
nant znaménko. '

3. Vynésobime-li fadek (sloupec) determinantu redlnym &islem
a, zméni determinant hodnotu o krat, napf.

aall, aai2
ai, a2

aiy, Qaaj2
a1, Qa2

aii, Qa2
az1, Q22




OD OBSAHU CTVERCE K DETERMINANTU DRUHEHO RADU 79

Déle plati:

4. Je-li jeden Fadek (sloupec) determinantu nulovy vektor, je de-
terminant roven nule.

5. Je-li jeden Fadek (sloupec) determinantu nasobkem druhého
fadku, je determinant roven nule.

6. Determinant se nezméni, pfi¢teme-li k jednomu Fadku (sloupci)
nasobek fadku (sloupce) druhého.

5. Néktera pouzZiti determinantu

Z definice determinantu je ziejmé, Ze jej miZeme vyuzit k vy-
poctu obsahu trojahelnika, zname-li soufadnice jeho vrcholi.
5.1. Obsah trojuhelnika

Jsou-li body A[3,0], B[—1, 2], C[2, 3] vrcholy trojahelnika ABC,
uréuji napf. vektoryu=B - A= (—4,2)av=C—- A= (-1,3).
Potom obsah S trojihelnika ABC je roven poloviné z absolutni
hodnoty determinantu

—4, 2
—]. 3|

tj. polovina z obsahu rovnobéZnika uréeného vektory u, v. Tedy

S=%|—12+2|=5.

Determinanty mizeme vyuZit k feSeni soustavy dvou linear-
nich rovnic. Vzorce pro vypocet kofenti, které nazyvame Crame-
rovo pravidlo, si odvodime.
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5.2. Cramerovo pravidlo

Resme soustavu dvou linearnich rovnic

a11T + a2y = by,
a1 +azy = b

pro dvé neznamé z,y eliminaéni metodou. Nejdfive z rovnic vy-
lou¢ime nezndmou y (prvni rovnici nasobime a3z, druhou —a;s a
obé rovnice seéteme) a potom analogicky pro neznamou z . Do-
staneme '

(a11a22 — @12a21)T = brazs — baas2,

(a11a22 — @12021)y = b2a11 — braa; .

Jestlize aj1az2 — aj2a21 # 0, je FeSeni dané soustavy jediné a

biazz — baayp _ baay1 — biag

’ —_— .
a11G022 — 12021 a11G22 — G12021

VSechny vyrazy v obou zlomcich zapiSeme pomoci determinanti

b1, a2 ai;, b

b2, a2 azi, b
T = = e = —

apy, a2 aii, ai2

az1, a2 az1, a22

Cramerovo pravidlo pouZijeme v nasledujicich dvou aplikacich,
a to pro definici vektorového soucinu dvou vektori a pro linearni
regresi.

5.3. Vektorovy souéin vektoru

Méjme dany dva vektory u = (uj,us,usz), v = (v1,v2,v3)
(v prostoru) a hledejme vektor w = (w;, w2, ws3), ktery je na oba
vektory kolmy. Z odstavce 2.1 vime, Ze skalarni souc¢in dvou kol-
mych vektori je roven nule. Dostavame tak soustavu dvou rovnic
pro tfi neznamé soufadnice hledaného vektoru

uiwy + ugwz +ugwz =0,
viwy + vowg +v3wg = 0.
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Budeme se zabyvat pfipadem, kdy oba vektory jsou nenulové a
nelezi na jedné primce. Vektort, které jsou k obéma danym vek-
torim kolmé je nekone¢né& mnoho a jejich souradnice budou zavi-
set na jednom parametru. Pfedpoklddejme, Ze ujvy — viug # 0,
zvolme za tento parametr w3 a pfepiSme pfedchazejici rovnice na

tvar
ujw] + ugwz = —U3zWwWs,

VW) + VWy = —U3W3.

Cramerovym pravidlem vypodcitdme prvni dvé soufadnice w; a ws
v zavislosti na soufadnici ws

—uzws, U2 Uy, —UuUzws

—v3ws, (%) V1, —V3W3

w; = y W2 = 1
ui, U2 ui, U2
U1, V2 V1, 2

Vyuzijeme vlastnosti determinantti a oba vyrazy upravime

uz, U2 ui, U3
v3, V2 V1, U3
wp = (—w3), Wo = (—w3).
Ui, U2 Uy, U2
V1, U2 V1, V2
, . u;, U ”r
Zvolime-li wg = | 2 |, nazyvame vektor
V1, V2
W = Uz, U3 _ Uy, U3 Uy, U2
ve, w3 |’ | v, v3 V1, U2

vektorovy soudin vektoru u a v, ktery zapisujeme w = u x v.
Jeho vlastnosti lze snadno vyvodit z vlastnosti determinant.

5.4. Linearni regrese

V praxi, napr. pfi vyhodnocovani dat, se setkdme s nasledujici
situaci. Ziskali jsme data méfenim veli€iny y v zavislosti na ¢ase z,
kterd uréuji v roviné n bodt [z1,y1], . - ., [Tn, Yn). Hleddme line4rni
funkci y = kz+q, kterd by charakterizovala ,,co nejlépe“ naméfené
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hodnoty. Pro nazornost uvazujme n = 3. Jednoduchym kriteriem
co nejlepsi charakteristiky je soudet

s = (y1 — (kz1 +9))* + (32 — (k22 +0))* + (y3 — (k23 +q))*

¢tverci rozdili naméfenych hodnot y; a hodnot y, = kz; + ¢
hledané linedrni funkce v bodech z;, kde k a g jsou neznamé.
Linearni funkce bude nejlepsi, bude-li ¢islo s nejmensi.

Na soudet s miZeme pohliZet jako na ¢tverec velikosti rozdilu
dvou vektori

Yy = (y1,92,¥3), ¥ = (kx1 + g, kz2 + ¢, kz3 + q).

Pfitom vektor y’ miZeme zapsat jako souéet dvou vektort x =
= (x1,22,73) a e = (1,1,1), tj.

y' = kx + ge.

Vektor y —y’ bude mit minimalni velikost, pravé kdyz bude kolmy
na rovinu uréenou vektory x a e, a tedy kolmy na oba vektory.
ProtoZze kolmé vektory maji nulovy skalarni soucin, dostavame
soustavu dvou rovnic

(y — (kx+gqe))-x =0,
(y— (kx+gqe))-e =0,

pro neznamé k, q. V rovnicich rozepiSeme skalarni souéiny a upra-
vime

k(x-x)+g(e-x) =x-y,

k(x-e)+q(e-e) =e-y.
Pouzitim Carmerova pravidla dostaneme pro koeficienty v rovnici
hledané primky

Xy, Xxe XX, Xy

’ ey, ee ex, Yye
— ’ b p

XX, Xe XX, Xe

Xxe, ee xe, ee

Rozsifime-li skalarni sou¢in na usporadané n-tice

u-VvV=1ujvy +ugv2 + -+ UpVn,
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nalezené vztahy pro k,q zistavaji v platnosti a tlohu miZeme
fesit pro libovolny poéet naméfenych hodnot (bodti) v roviné.

Linearni regresi budeme ilustrovat pfikladem dat, ktera jsme
ziskali méfenim roztaZnosti cinu v teplotnim intervalu od 20° do
70° C,

t°C | 224 | 286 | 37,7 | 49 | 66.4
rcm | 32 [ 403 | 464 | 59 | 76

Pro neznamé k, g dostavame

\ 11556.06, 204.1 ’
- L = 0.983944021

253.7, 5
| 9550.97, 204.1
204.1, 5
9550.97, 11556.06
204.1,  253.7
qg= = 10.57540504.
9550.97, 204.1
204.1, 5
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