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ULOHY ANALYTICKE GEOMETRIE
TROJUHELNIKA

JIRi PECL

V hodinach analytické geometrie se studenti stfednich skol uéi
feSit geometrické tlohy algebraickymi metodami. K vyuce tohoto
tématu jsem sestavil anketni dotaznik a rozeslal ho na gymnézia
v celé CR. Odpovédi mi poslali 103 uéitelé matematiky. Podle nich
je toto ucivo pro zadky gymnéazii stfedné obtizné. Nejpouzivanéjsi
ucebnici analytické geometrie je kniha [1] autori M. Kocandr-
leho a L. Bocka (uvedlo ji 99 uciteltr). Jako sbirka pfikladi pak
nejcasté&ji slouzi publikace [2] I. Buska (pouziva ji 62 oslovenych
ucitel) a Sirsi sbirka [3] J. Petdkové (38 ucitelt). Kromé téchto
dvou uvedli ucitelé v dotazniku jesté dalsich 12 sbirek prikladi,
které v hodinach analytické geometrie pouzivaji. VSechny uvedené
sbirky obsahuji jisté vhodné priklady k procviceni tohoto udiva,
Casto by vSak mohly mit atraktivnéjsi formu zadani, predevsim
tim, Ze by mély tésnéjsi vazbu na poznatky a pojmy, které studenti
znaji o trojihelnicich a ¢tyiihelnicich z hodin syntetické geome-
trie. Cilem tohoto pfispévku je nabidnout ucitelim pravé takové
priklady. S podrobnym fesenim zde uvedu 5 piikladl o trojuhel-
nicich, které jsem sestavil pro svou diplomovou préaci [4] a dalSich
28 nefesenych tloh opatfenych odpovédmi.

Nejprve uvedeme znaceni v trojuhelniku ABC, které v jednot-
livych ptikladech pouZivam. Kromé obvyklého znaceni «, 3, v
vnit¥nich Ghlid budou A, By, C; znadit po fadé stiedy stran BC,
AC, AB, déle pak budou Ay, By, Cy znacit paty vysek spusté-
nych po fadé z vrcholi A, B, C. Méné obvyklé bude, Ze a, b, c,
resp. tq, tp, te, TESP. Vg, Vb, Ve budou znacit nikoliv usecky, ale
pfimky, na kterych lezi prislusné strany, resp. téznice, resp. vysky
trojuhelniku ABC. Ke kazdému feSenému prikladu uvadim sché-
maticky obrazek, na kterém jsou tu¢né vyznaceny dané primky a
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body v hledaném trojihelniku.

Priklad 1: Vypoditejte soufadnice vrchold trojihelniku ABC,
jestliZze znate soufadnice t&zisté T'[1, 3], stftedu A;[3, 4] strany BC
a vite-li, Ze strana AB je rovnobézna s pfimkou p : z+4y = 0 a Ze

stied B, strany AC leZi na pfimce g uréené body X[—5, 1], Y[-3, 3].
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ResSeni: T&7isté déli t&Znici trojihelniku v poméru 2 : 1, pfitom
vétsi ¢ast téznice lezi pfi vrcholu. Proto

A=T+24,T =[1,3] +2(-2,~1) = [-3,1].

Stfed B; strany AC lezi na pfimce g, jejiz parametricka rovnice
je X =[-5,1]+1t(1,1), t € R. Z vlastnosti stfednich pficek troja-
helniku plyne A;B; || AB, proto A1B; C p’ || p, kde p’ je pfimka
jdouci bodem A;, takZe mé obecnou rovnici p’ : z + 4y + k = 0.
Po dosazeni soufadnic bodu A; do rovnice vyjde £ = —19. Bodu
Bi[-5+1t,1+t] € p’ odpovida ten parametr ¢, ktery spliiuje pod-
minku (=5 +t) + 4(1 +¢t) — 19 = 0, takZe t = 4 a B;[—1,5].
Nyni jiz

—
B=T+2BT = [1,3] + 2(2,~2) = [5,-1].

Bod B; je stied usecky AC, takze:

_ZTA+ZC

N 2
YA + Yc

?JBI=—2'——

TR, = o = 2TB, —Ta = 1,
= C]1,9]

=>yc=2y31—yA-——9.
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Vysledek: | A[-3,1], B[5,—1], C[1,9]

Jiné FesSeni: Soufadnice vrcholi A a B spoéitdme stejné jako
v predchozim feSeni, av§ak soufadnice vrcholu C miZeme vypocdi-

YYew

tat z obecné platnych vzorct pro soufadnice t&zisté trojuhelniku:

_TA+ZTB+TC

xrT 3
_Yya+ys+tyc
T 3

Odtud

To=3x7r —xp—2z =1 }=>C[1,9]
yc=3yr —za—z =9

Piiklad 2: Vypoctéte souradnice zbylych dvou vrcholi A, B
trojuhelniku ABC, jestlize znate soufadnice vrcholu C|3, 6], pa-
rametrickou rovnici pfimky v, : X = [-2,0] + #(2,1), t € R,
a obecnou rovnici piimky vy : x +y — 5 = 0.

Reseni: Vichol A[z4,ya] lezi na pfimce v,, proto z4 = —2 + 2t,
ya = t pro vhodné ¢t € R. Navic bod A lezi na pfimce b pro-
chézejici vrcholem C kolmo k pfimce vp. Normalovy vektor (1,1)
piimky v je smérovy vektor pfimky b, protoz4 = 345, ya = 6+s



46 JIRi PECL

pro vhodné s € R. Celkem tedy:

Ta —242t=3+s

YA : t=6+s

—2+4+26+s)=3+s
s=-=T =>A[.’EA,yA] = [—4,—1]

Z B € vy plyne zg + yg — 5 = 0, navic bod B lezi na pfimce a
prochézejici vrcholem C kolmo k pfimce v,. Normalovy vektor
piimky a je tedy (2,1), a protoze C € a, jea : 2z +y — 12 = 0.
Soutadnice vrcholu B ziskdme feSenim soustavy rovnic:

wNa: xp+yp— 5=0
2zp+yp —12=0
B - 7=0

zp=T7 =>yp=-2 aB[l,-2 [

Vysledek: | A[—4, —1], B[7,—2]

Priklad 3: Vypoditejte soufadnice zbylych dvou vrcholi B,C
trojuhelniku ABC, jestliZe znate vrchol A[2,7], stfed A;[1, 3] stra-
ny BC a obecnou rovnici pfimky v, : 3z — 2y + 11 = 0.

Reseni: Protoze B € w, plati 3z — 2yg + 11 = 0, odkud

3 11
yp = —fi——. Vrchol C leZi na pfimce b prochéazejici vrcholem A

kolmo k piimce vy, takze jeji obecna rovnice je b : 2z +3y—25 = 0.
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Soufadnice [z¢, yco| vrcholu C tedy spliiuji rovnost 2z¢ + 3yc —
25 _

— 25 =0, odkud z¢ = _5_3_yc_ Bod A; je stied usecky BC a

plati tedy:

B + Tc -’1313+r“’5—_23-E yB + Yo 3—’”32+—”+yc
Th =7 7 2 r BT TS 2

Po upravé a dosazeni dostaneme soustavu rovnic:

2xp —3yc +21=0
3z +2yc— 1=0
13xzp +39=0
TB=—-3 =Yoo =9

3zp +11 25 — 3yc
———2—-——=1,resp.xc=———2——=

Vysledek: | B[-3,1], C[5, 5]

Je tedy yp = 5. O

Priklad 4: Vypocitejte soufadnice vrcholi trojihelniku ABC,
jestlize znate soutadnice stfedi stran B1[0,3] a C1[1,0], cos § = 2
(B =53°07') a vite-li, 2e A€ep:z—y+3=0.

ResSeni: Protoze A[ra,ya] € p, plati z4 — ya + 3 = 0, odkud

Ta=1ya—3.
Vime, ze B1C; || CB, a Ze tedy |[JCBA| = |[¥B1C1A| = 3. Pak
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ovsSem:
C1B; m
- — = cos 3
|ClBl‘ - \CIA'
(—1,8)- (@4 —1,y4) _3
V(12432 f(wa—1)2+y5 D
(-1,3)-(ya—4,y4) _3
V10 /(ya— 42 +y% 5

5+ (2ya +4) =3vI0- \/(ya — 42 + v

Nyni pouZijeme disledkovou tpravu — obé strany rovnice umoc-
nime. Po dalsich upravach dostaneme kvadratickou rovnici

y4 — 14ya +13 =0,

ze které plyne ya = 1 (pak x4 = —2) nebo y4 = 13 (pak
x 4 = 10). Dosazenim se pfesvéd¢ime, Ze vobou pfipadech skute¢né
plati cos 8 = % Vyhovuji tedy dva vrcholy A[—2,1] a A’[10,13].
Protoze C; je stied usecky AB, dale plati:

B =A+2AC; =[-2,1]+2(3,-1) = [4, —1], resp.

B' = A' +2AC, = [10,13] + 2(—9,—13) = [-8,—13].

Protoze bod B; je stfed useCky AC, podobné plati:

C =A+2AB; =[-2,1]+2(2,2) = [2,5], resp.

C' = A’ +2A'B; = [10,13] + 2(~10, —10) = [-10, —7). 0

Al[-2,1], B[4, -1], C[2, 5], resp.

Vysledek: A'[10,13], B'[-8, —13], C'[-10, —7]

Priklad 5: Vypoditejte soufadnice zbylych dvou vrcholi A,C
trojuhelniku ABC, jestliZe jsou dany soufadnice vrcholu B(8,1]
a paty vysky By[2,4], cosa = 2313@ (a = 56°19’) a thel v = 45°.

Reseni: Body B, By lezi na ptimce vy, B_B(; =(-6,3) || (2,-1)
je proto jeji smérovy vektor. Hledané vrcholy A, C lezi na pfimce b,
ktera prochazi bodem By[2, 4] kolmo k pfimce v, takze jeji obecna
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rovnice je b : 2z—y = 0. Plati tedy 224 —y4 = 0, odkud y4 = 2z 4,
resp. 2x¢ — yco = 0, odkud yo = 2z¢.
Podle zadani o < 90°, plati tedy |[<BABy| = a:

—_ —

AB - AB,

m— ——7 = COS«

'AB‘ - ’AB()’
(8—2za,1—214) (2—174,4—224) _2V13

VB—za2 + (1 —224)% /(2—z4)? +(d—234)% 13

Tuto rovnici feSime obdobné jako v prikladu 4 postupem zahrnu-
jicim umocnéni. Dostaneme kvadratickou rovnici s kofeny 4 = 0
axzs =4.Prozs =0jeya =0, takZe je A[0,0], resp. proz4 = 4
je ya = 8 a je tedy A'[4,8].

Protoze je v < 90°, plati |<BCBy| = v, takze:

——p ey
CB - CBy
———————— = COSY
CB|- |CB|
(8 —zc,1 —2z¢) (2 —2¢,4 - 22(¢) __\/5

\/(8 —zc)? + (1 —22¢)?- \/(2 —z¢0)? + (4 — 2z¢)? 2

(.’EC — 5)(:170 =t 1) ==}

Pro z¢c = 5 je yc = 10, proto C[5,10], resp. pro z¢ = —1 je
yo = —2 a C'[-1,-2].
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Na prvni pohled se zd4, Ze feSenimi jsou trojuihelniky ABC, ABC’,
A'BC a A’BC’. ProtoZe vSak a < 90° a -y < 90°, je pata vysky By
spusténa z vrcholu B vnitini bod tsecky AC. Je-li tedy A|0, 0], je
By vnitini bod use¢ky AC pouze pro C[5,10], resp. je-li A[4, 8],
je Byp vnitini bod tse¢ky AC pouze pro C[—1, —2]. O

Vysledek: | A[0,0], C[5,10], resp. A’'(4,8], C'[-1, —2]

Bez postupu feSeni uvaddime jesté ne€které dalsi priklady.

A. NEJMENE NAROCNE ULOHY

Priklad 1: Vypoditejte soufadnice zbylych dvou vrcholi B, C
trojuhelniku ABC, jestliZe znate soufadnice vrcholu A[—7,—5]
a pat vysek Ao [%, %] a By [—%, —g—]

Vysledek: | B[5,-2], C[-1, 5]

Priklad 2: Vypocitejte soufadnice vrcholi trojuhelniku ABC,
znate-li soufadnice stfedt stran A;[4,1], B;[—1,2], Ci1[1, —4].
Vysledek: | A[—4, -3], B[6,—5], C[2,7]

Priklad 3: Vypocitejte soufadnice vrcholi trojihelniku ABC),
znate-li obecné rovnice ptimek a : 2z4+y—10 = 0,1t : +2y—2 =0
atc:z—y+1=0.

Vysledek: | A[-9,1], B[6,-2], C[3,4]

Priklad 4: Vypoditejte soufadnice vrchold trojuhelniku ABC,
znate-li obecné rovnice ptimek a : 2x+y—8=10,t, : t—3y+3 =10
aty:3x+5y—5=0.

Vysledek: | A[-6, —1], B[5, —2], C|1, 6]

Priklad 5: Vypocitejte soufadnice vrcholi trojihelniku ABC),
jestlize znate soufadnice priseciku vysek V [%, %] a pat vysek
Ayl6,1], Bol2,3].

Vysledek: | A[-3,—2], B[7,-2], C [2, 1]

2
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Priklad 6: Vypocditejte soufadnice zbylych dvou vrchold B, C
trojuhelniku ABC, znéte-li soufadnice vrcholu A[—2,0] a obecné
rovnice piimek a: 2 +y—-7=0, v : z+ 2y —8 = 0.

Vysledek: | B[6, 1], C[1, 6]

Priklad 7: Vypoditejte soufadnice vrcholi trojihelniku ABC,
jestliZe znate obecné rovnice pfimek ¢ : y+2 =0, v, : z—3y—3 =0
av:z+y—5=0.

Vysledek: | A[-3,-2], B[7,-2], C [3, 1]

Priklad 8: Vypoditejte soufadnice zbylého vrcholu C trojuhel-
niku ABC, jestlize znate soufadnice vrcholt A[—3,0], B[7,—5] a
pruseciku vysek V[0, 2].

Vysledek: | C[1, 4]

Priklad 9: Vypocitejte soufadnice vrcholi trojuhelniku ABC,
jestlize znate obecnou rovnici pfimky ¢ : x + 2y = 0 a soufadnice
bodu V[2,3] a Byl0, 6].

Vysledek: | A [-38, 18] B[6,-3], C [, %]

Priklad 10: Vypoditejte souradnice zbylych dvou vrcholi A, C
trojuhelniku ABC, jestliZe znate soufadnice vrcholu B [%,0] a
obecné rovnice pfimek v, : x —2y =0at, : 62— Ty +5=0.

Vysledek: | A[-2,-1], C [3,4]

B. STREDNE OBTIZNE ULOHY

Priklad 1: Vypoditejte souradnice vrchold trojuhelniku ABC,
jestlize znate obecnou rovnici pfimky ¢ : x — 8y 4+ 2 = 0 a sourad-
nice pat vysek Ao [2, 3], Bo[0,4].

A[-2,0], B[6,1], C[1, 6], resp.
A'l6, 1], B'[-2,0], C' [3, 2]

Vysledek:
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Piiklad 2: Vypoditejte soufadnice zbylych dvou vrcholi B,C
trojihelniku ABC, jestliZze znate soufadnice vrcholu A[—5,—2]
a obecné rovnice piimek t, : 2z +y—4=0, t.: 20 —y = 0.

Vysledek: | B[3, —2], C[5, 10]

Priklad 3: Vypoditejte soufadnice zbylych dvou vrcholi B, C
trojuhelniku ABC), jestliZze znéate soufadnice vrcholu A[—3, 3], pri-
seCiku vysek V3, 3] a t&zist& T'[5, 5].

Vysledek: | B[9,15], C[9, —3], resp. B’[9, 3], C'[9, 15]

Priklad 4: Vypoditejte souradnice vrcholti rovnoramenného troj-
thelniku ABC se zakladnou BC, znéte-li soufadnice t&zisté T'(3, 4],
stifedu A;[5, 5] strany BC a vite-li, Ze t || p: = + 3y = 0.

Vysledek: | A[-1,2], B[6,3], C[4,7]

Priklad 5: Vypoditejte soufadnice vrcholi trojuhelniku ABC,
jestliZe znéte soufadnice bodu Bj[1,6] a obecné rovnice pfimek
tlo 4 —Ty+8=0,t.:8x+y—44=0.

Vysledek: | A[—2,0], B[13,0], C[4,12]

Priklad 6: Vypocitejte soufadnice vrcholi trojihelniku ABC,

a:4r +3y—12=0avite-li, 76 A €p:y—2=0, |BB;| =65
AaTB > TA,-
Vysledek: | A[—9,—4], B[6,—4], C[-3, 8]

Priklad 7: Vypoditejte soufadnice vrcholu C trojuhelniku ABC,
jestlize znéte soufadnice vrcholii A[0,0], B[5,0], Ghel o = 45° a
vite-li, Ze Cep:z—-3y+4=0.

Vysledek: | C[2,2]

Priklad 8: Vypoditejte soufadnice vrcholu C trojahelniku ABC,
jestliZe znéte soufadnice vrcholi A[0,0], B(3,0], thel a = 60° a
velikost vysky |CCo| = 3/3.

Vysledek: | C [3,3V/3], resp.C’ [3,—3V/3]
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Priklad 9: Vypoditejte soufadnice vrcholi trojiuhelniku ABC,
jestlize znate obecné rovnice pfimek b: z —y+5=0,c: z+ 2y +
+ 2 = 0 a velikosti vysek |[BBy| = 6v/2, |CCo| = 3V/5. Ze viech
moznych feSeni vyberte to, pro které jsou vzdalenosti vrcholi od
pocatku soufadné soustavy nejmensi.

Vysledek: | A[—4, 1], B[4,-3], C[1, 6]

Priklad 10: Vypoditejte soufadnice zbylych dvou vrcholi B, C
rovnostranného trojuhelniku ABC, jestlize znéate soufadnice vr-

cholu A[—4,0] a stfedu O [O, 1133@] kruZnice trojihelniku opsané.
Vysledek: | B[4,0], C [0,4\/ﬂ, resp. B’ [0,4\/§J, C'[4,0]

C. NAROCNE ULOHY
Priklad 1: Vypoditejte soufadnice vrcholl trojihelniku ABC,
jestlize znate obecnou rovnici pfimky a : 3z + y — 17 = 0, sou-
fadnice paty vysky Bo|0, 5], vite-li, Ze cosa = 3%0 (a = 71°34'),
cosy = —5‘/-3— (v = 63°26') a Ze yc > yB,-

Vysledek: | A[2,7], B[6,—1], C[3, 8]

Priklad 2: V trojihelniku ABC jsou dany souradnice vrcholi
Bl6,1], C[1, 6] a velikost vnitfniho hlu a = 45°. Vypoditejte sou-
fadnice zbylého vrcholu A, vite-li, Ze A€ p:3z—y+3=0. Ze
v3ech feSeni vyberte to, pro které je vzdalenost pocatku O, od
pfimky ¢ minimalni.

Vysledek: | A[-2, —3]

Piriklad 3: Vypoditejte soufadnice vrcholi trojihelniku ABC,
znate-li soufadnice téZisté T'[—2, 3|, stfedu Bl[ 5,5] strany AC
a vite-li, ze ¢ || p: 2z — 23y = 0 a |[AA4,| = 3 |AC]|.

Vysledek: | A [-12, 2], B[4,-1], C [-3,12]
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Priklad 4: Vypoditejte soufadnice vrcholl trojuhelniku ABC,
znate-li soufadnice tézisté€ T'[1, 2], stfedu B;[—1, 3] strany AC, ve-
likosti stran |BC| = 4+/5, |AB| = 21/17 a vite-li, Ze y4 < yc.

Vysledek: | A[-3,—2], B[5,0], C[1, 8]

Priklad 5: Vypocitejte soufadnice vrchold trojuhelniku ABC),
znate-li soufadnice stfedt stran A;[7,6], B1[—2, 3] a stfedu kruz-
nice opsané 0|2, 1].

Vysledek: | A[—6, —5], B[12,1], C[2,11]

Piiklad 6: Vypocditejte soufadnice vrcholt trojihelniku ABC,
znate-li obecné rovnice pfimek t, : z—y—2=0,t, : x+2y+1=10
a vite-li, Ze t. | p: x+1 = 0, a Ze pfimka p protne pfimku ¢ v bodé
P[2,-9].
Vysledek: | A[-3, 5|, B[5, 3], C[1, 5]

Priiklad 7: Vypocitejte soufadnice vrcholt trojihelniku ABC,
jestlize znate souradnice t&zisté T'[1, —1], pruseciku vysek V[—1, —
—3] a obecnou rovnici pfimky a : x — 2y +3 = 0.

; | A[1,-7], B[-5,-1], C[7,5], resp.
Vysledek: | 411,71, B'[7,5], C'[=5, -]

Priklad 8: Vypoditejte soufadnice vrcholl trojuhelniku ABC,

YVvey

w:rx+2y—3=0,p:z—y+6=0aq:z+4y—9=0a
vite-li, Ze B; € pa ze c|| q.

Vysledek: | A[-3,1], B[5,-1], C[1,9]
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