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RACIONALNI CISLA Z POHLEDU
CISELNYCH SOUSTAV

JIRf HAVIGER

Uvod

Co je to cislo? Tuto otazku jisté kazdy slySel a kazdy se s od-
povédi na ni musel vyrovnat. Otazku Pro¢ je ¢islo 17,5 zapsané
pravé v tomto tvaru? vam asi poloZi pouze zvidavéjsi studenti;
o to zajimavéjsi je odpovéd na ni. Pokusime se na ni odpovédét a
taktéz na nékolik dalSich. Které to budou?

1. Proc¢ je ¢islo 1705 zapsané pravé tak jak je zname?
Lze je zapsat ,,jinak“?
Lze (a pokud ano jak) s ,jinak zapsanym éislem* pocitat?

A co é&isla 17,05; 11,31 nebo 7?

s e

A jak je to vlastné s periodickym rozvojem c¢isla %?

Na tyto otazky se pokusime odpovédét v nasledujicim élanku.
Predpokladané znalosti: s¢itani, odc¢itani, nasobeni a déleni
v oboru realnych éisel (v desitkové soustavé), pouzivani symbolu
s -+, celé mocniny a pouzivani indexi. Rovnosti se symbolem
> lze bez problémi vynechat. Skromné probranou teorii budeme
o to vice demonstrovat priklady, které jsou v pedagogické praxi

pouzitelné.
Desitkova soustava

Co rozumime zapisem a = 4577 Tu skutecnost, zZe ¢islo a ob-
sahuje ¢tyfi krat sto plus pét krat deset plus sedm jednotek. Ma-
tematicky zapsano a = 4-100+ 5 - 10 + 7 neboli
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a=4-102+5-10'+7-10°

Jedna se tedy o ¢islo a zapsané pomoci mocnin 10 a cifer 4, 5,
7. .
Obecné vyjadreni: méme 2z € N a mnozinu C, = {0,1,...,
z — 1}. Pokud pro ka?dé i € N plati a; € C,, pak obecny zapis
kazdého prirozeného ¢isla a € N ma tvar:

a=---+az-22+a; 2" +a9-2° neboli (9)
+o00

@ = Zai - 2t (10)
i=0

kde od jistého i jsou vSechna a; rovna nule. Cislo z (v nasem
pripadé z = 10) nazyvame zaklad éiselné soustavy a danou
soustavu nazyvame z-soustava (desitkova soustava). Cislo a vy-
jadiené v z-soustavé oznacujeme (a),. Vzhledem k tomu, Ze de-
sitkova soustava je pro nas ,pfrirozend“, plati imluva, Ze ¢islo bez
udani soustavy je vyjadfeno v soustavé desitkové (a toho se bu-
deme drzet i v tomto ¢lanku). TaktéZ operace s¢itani, nasobeni a
umocriovani budeme chapat v desitkové soustavé, pokud vyslovné
neuvedeme zménu.

Jiné éiselné soustavy

Co je typické pro zapis Cisla a = 457 v desitkové soustave?
Jedind podminka: z = 10. Pokusme se tuto podminku zmeénit.
Vezméme z = 4 a pokusme se vyjadrit ¢islo 457 ve tvaru

4572"'+b2-42+b1-4+b0.

Upravme:
457 =4- (4- (-~ +b) +b1) + bo,

tedy bg je zbytek po déleni: 457 : 4 = ¢y + %Q , kde cg = b1+
+4-(ba+...). Pokud provedeme déleni ¢y : 4, zbytek bude b; atd.
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Protoze vSechna b; jsou zbytky po déleni 4, patii jisté do mno-
ziny C4. Cely postup ukaze nasledujici priklad.

Priklad 1

zadani: prevedte &islo 457 do étyfkové soustavy!
reseni:

457 : 4 = 114 zbytek by = 1

114 : 4 = 28 zbytek b; = 2

28 : 4 = 7 zbytek by =0

7:4 =1 zbytek b3 =3

1:4=0zbytek by =1
—457=1-4*+3-4+0-4*+2-4+1
vysledek: 457 = (457)10 = (13021)4.

Tohoto postupu lze bez problémti pouzit pro z € {2,3,...,10}.
Soustavy se zakladem vys$im neZ 10 maji hacek v tom, Ze zbytky
po déleni napf. 14 mohou byt nejen 0, . .., 9 (tedy jednociferné) ale
i10,11,12,13, coz jsou Cisla, ktera budeme téZzko chapat jako cifry.
Proto se pro naSe potieby oznacuji pismeny A(= 11), B(= 12), C,
D, .... Predchozi postup lze s timto znacenim pouzit beze zmén:

Priklad 2

zaddni: vyjadrete ¢islo 286 ve dvanactkové soustave!

reseni:

286 : 12 = 23 zbytek bp = 10 = (A)12

23 :12 =1 zbytek by =11 = (B)12

1:12 =0 zbytek b2 =1 = (1)12.

—286=1-1224+11-12410 = (1)12 - 122 + (B)12 - 12 + (A)12
vysledek: 286 = (286)10 = (1BA)12.

Korektnost predchozich prikladi je zfejma po upravé vztahu
(9) do tvaru
a=z(2(---+ az2) + a1) + ao.

A jak funguje pfevod opalny (a), — (a)10? To je zfejmé z vy-
jadreni ¢isla v ¢iselné soustavé:
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Priklad 3

zaddni: vyjadrete &islo (452)6 v desitkové soustavé!

resent:

(452)6 =4-6°+5-6'+2-6°=4-364+5-642 =176 = (176)10
vysledek: (452)¢ = (176)10 = 176.

Vyjadreni nékolika ¢isel v rtiznych soustavach ukaze nasledujici
tabulka. Vsiméte si, pro kterd (a);o pfechdzi (a)q, (a)s, ...od
jednociferného ke dvoucifernému vyjadieni. Taktéz se zamyslete
nad tim, co je vlastné ¢islo a nakolik je ¢i neni tento pojem svazan
s vyjadienim v Ciselné soustavé.

Tabulka 1
(@)10 (a)2 (a)s (a)s (a)i3
0 0 0 0 0
1 1 1 1 1
2 10 2 2 2
3 11 10 3 3
4 100 11 4 4
5 101 12 5 5
6 110 20 10 6
7 111 21 11 7
8 1000 22 12 8
9 1001 100 13 9
10 1010 101 14 A
11 1011 102 15 B
12 1100 110 20 C
13 1101 111 21 10
483 111100011 122220 2123  2B2

Cislo je abstraktni entita nezavisla na zpisobu svého vyjad-
feni.

Operace v ¢iselnych soustavach

V této kapitole se budeme snazit rozebrat postupy scitani a
nasobeni, abychom je mohli aplikovat v jinych éiselnych sousta-
vach. Pochopitelné lze ¢isla prevést do desitkové soustavy, tam je
seist ¢i vynasobit a vysledek pievést zpét. Tento postup vSak
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lze doporudit spiSe pri pfipadném pocitani, k pochopeni stylu
prace s Ciselnymi soustavami je vyhodnéjsi séitani ¢i néasobeni
primo v z-soustavé. TaktéZz bude zfejmé, jak nékteré béziné po-
stupy (napf. nésobeni dvou éisel) mohou mit kroky obtiZzné na
pochopeni.

Sc¢itat dveé Cisla se uci déti na zakladni Skole nasledovné: méjme
¢isla 345 a 28. Sedteme 8 + 5 = 13, napiSeme 3 a jednicku si
pamatujeme. V druhém kroku seteme 2 + 4 = 6, pficteme 1
a zapiSeme 7. Nakonec zapiSeme posledni 3, takze vysledek je na
svété: 373. Takto se scitaji dvé pfirozena Cisla zapsana v desitkové
soustavé. Postup v jinych soustavach bude analogicky.

Priklad 4

zaddni: sectéte (132)4 + (12)4!

resent:

2+ 2 =4 =(10)4, protoze 4 : 4 = 1 zbytek 0
3+ 1+1=>5=(11)4, protoze 5: 4 = 1 zbytek 1
14+0+4+1=2=(2)4, protoze 2 : 4 = 0 zbytek 2.
vysledek: (132)4 + (12)4 = (210)4.

Obratme nyni pozornost k nasobeni. Nasobit dvé &isla se uéi
déti na zakladni Skole nésledovné: méjme cisla 345 a 28. Vyna-
sobime 8 - 5 = 40, zapiSeme 0 a pamatujeme si 4. Vynéasobime
8-4 = 32, pri¢teme 4, zapiSeme 6 a pamatujeme si 3. Vynasobime
8 -3 = 24, pricteme 3 a vysledek zapiSeme. Provedeme totéz pro
2 a vysledek , posuneme o rad“.

Priklad 5

zaddni: vynésobte (10032)4 - (3)4!

reseni:

2-34+0=6=(12)4, protoze 6 : 4 = 1 zbytek 2
3:-3+1=10 = (22)4, protoze 10 : 4 = 2 zbytek 2
0-3+4+2=2=(2)4, protoze 2 : 4 = 0 zbytek 2
0-34+0=0=(0)4, protoze 0 : 4 = 0 zbytek 0
1-3+4 0 = (3)4, protoze 3 : 4 = 0 zbytek 3.
vysledek: (10032)4 - (3)4 = (30222)4.

Priklad 6
zaddni: vynasobte (132)4 - (32)4!
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resent:

(132 - 2)4 = (330)4- nasobeni ve ¢tyfkové soustavé
(132-3)4 -4 = (1122 - 10)4 = (11220)4

(330 + 11220)4 = (12210)4 — s&itani ve &tyfkové soustave.
v;tjsledek: (132)4 C (32)4 == (12210)4.

Poznamka na zavér kapitoly. V popsanych algoritmech za-
mérné pouzivame zakladni vypoéty v desitkové soustavé a na pri-
slusnou soustavu se prevadi pomoci déleni se zbytkem. Vypocty
lze provadét i primo v prislusné soustavé, ale to neni naplni to-
hoto ¢lanku. Bylo by k tomu potfeba naucit se pocitat primo napf.
(74 6 = 15)g, nebo (3 -5 = 17)g, coZ by zabralo dalsi stranku ¢i
dvé. Nasim hlavnim tématem jsou ovSem c¢isla racionalni.

Cela a racionalni a realna cisla v ¢iselnych sou-
stavach

Cela, resp. racionalni éisla se zavadéji pro uzavieni algebraic-
kych struktur, tedy pro abelovské grupy (Z, +) a (Q — {0}, -). Pro
jistotu pfipomenu, Ze abelovska grupa musi byt uzaviena, asocia-
tivni, s neutrdlnim prvkem a s inverznim prvkem pro kazdy svij
prvek.

Pro sé¢itani znaime neutralni prvek 0 a inverzni (opaény) —
—a. Rozsifeni pfirozenych ¢isel o nulu a zaporna cisla probiha
i v pfipadé jinych ciselnych soustav podobné desitkové, proto i
v nasem piipadé lze oznalit (ve stejné z-soustavé): —a = —(a), =
= (—a)z. Prakticky tedy prevod mezi soustavami provadime bez
znaménka, které pridame nakonec.

Priklad 7

zaddni: vyjadrete Cislo —12 v pétkové soustavé!

reseni:

—-12=(-12)10=—-(1-104+2) = —(2-5+2) = —(22)5 = (—22)s.
vysledek: —12 = (—22)s.

Pro nésobeni zna¢ime neutralni prvek 1 = (1);0 = (1), a (p¥e-
vraceny) a~!. Podivejme se nyni na vyjadfeni &isla pfevraceného.
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1
Jednou z moznosti je vyjadiit ¢islo a~! pomoci zlomku, tj. —, dru-
a
hou pomoci desetinného ¢isla. Tvar zlomku nebude ¢init problémy
1
ani v jinych soustavach. Pokud oznaéime a~! jako — , p-q~! jako
a
4 1

_ap—

i .q~! jako —, miiZeme prevést nasledujici zlomek:
pq

Priklad 8 .
zaddni: vyjadiete 10 v pétkové soustaveé!

resent: (%)10 = ((12)1f0 - 83;: N (%—(2))5

y ST (12
vysledek: 10—<20)5.

Poznamka k soudélnosti dvou cisel. Dvé cela ¢isla a, b jsou
soudélna pravé tehdy, kdyz existuji cela Cisla k, p, q takova, Ze plati
a=k-p, b=k -q. ProtoZe nasobeni nezavisi na ciselné soustave,
je (ne)soudé€lnost také nezavisld. TakZe pokud nejsou Cisla 7 a
10 soudélna pfi vyjadieni v desitkové soustavé, pak nemohou byt
soudélnd ani kdyZ je vyjadfime jako (12)s a (20)s.

Pojem (ne)soudélnost je vlastnosti éisel a ne pouze jejich vy-
jadreni.

Piiklad 9

zaddni: vyjadrete 1 desetinnym cislem!
reseni:

7:4 =1 zbytek 3

(3:10) : 4 = 7 zbytek 2

(2-10) : 4 = 5 zbytek 0.

! = 1,75.

vysledek: 1

7
Cislo a = 1 tedy béZné zapisujeme ve tvaru a = 1,75. Co

znamena tento tvar? Ze &islo a obsahuje jednu celou, sedm desetin
a 5 setin, coz je matematicky zapsano tvarem

a=1-10+1-10"1+2-10"2.
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Priklad 10

zaddni: vyjadrete 3 desetinnym cislem!
resent:

7:9 =0 zbytek 7

(7-10) : 9 = 7 zbytek 7

(7-10) : 9 = 7 zbytek 7

vysledek: g =1,777--- =17

Obecné kazdé racionalni ¢islo a v soustaveé o zakladu z € N lze
zapsat nasledovné:

a = *(al + a2), kde
ap=-+4az-2 +a; -2 +ap-2°
as =a_1-z_1+a_2-z"2+...
Cislo a; nazyvame cela &ast &isla a, ¢ast ap nazyvame desetinna
¢ast Cisla a (upozoriiujeme, Ze pro zaporni Cisla nesouhlasi s de-
finici funkci cela ¢ast z z, a desetinna ¢ast z x). ProtoZe celou ¢asti

jsem se jiz zabyvali, budeme se vénovat pouze ¢isliim s nulovou
celou a nenulovou desetinnou ¢asti.

a=a_1-z'1+a_2-z_2+...
a=z"1 (a1 +2z71' (a_z...)) |- 2

a-z=a_1+z 1 (a_z...) | —a_1, ‘2

coz je &islo, které ma celou &st a_; a desetinnou 27! - (a_5...).
Odecteme tuto celou ¢ast, vysledek opét vynasobime z:

(@-z—a_))-z=a_z+2"1-(a_3...)

coz je Cislo, jehoz cela Cast je a_» a postup miiZeme opakovat.
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Priklad 11

zaddni: vyjadiete 0,104 desetinnym ¢islem v pétkové soustaveé!
reseni:

0,104 - 5 = 0,52, cela &ast je 0, desetinnd je 0,52

0,52 -5 = 2,6, cela ¢ast je 2, desetinna je 0,6

0,6 - 5 = 3, cela ¢ast je 3, desetinna je 0.

vysledek: 0,104 = (0,023)s

Priklad 12
zadani: vyjadiete 0,51 desetinnym ¢islem v pétkové soustaveé!
reSent:

0

51:5=2

55, cela ¢ast je 2, desetinna je 0,55

0

55 -5 = 2,75, cela &ast je 2, desetinna je 0,75
0

75 -5 = 3,75, cela ¢ast je 3, desetinna je 0,75
0

75 -5 = 3,75, celd &ast je 3, desetinnd je 0,75

vysledek: 0,51 = (0,223)s

Periodické a neperiodické vyjadreni

Nejprve si pfipomenme, jakym zpiisobem lze desetinnému tvaru
prifadit zlomek. Pro neperiodickd vyjadieni pouZijeme znamou
konstrukci:

Priklad 13

zaddni: vyjadrete 2,125 zlomkem!

resent: 8 o
2,125 =2+ 1500 = Tooo
2125

vysledek: 2,125 = v nezkraceném tvaru.

1000

Pro ¢éisla vyjadiena periodickym rozvojem vyuzijeme nasledu-
jici tabulku (jejiz pravdivost lze snadno ovérit délenim):
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Tabulka 2

1 - 1 = 1
- — 1 —_— = —_—

9 0, 90 0,01 900 0,001
i—o()—l _1_-00'()'1' L—00001
99 ' 990 9900 '

1 — 1 — 1

6?9. = 0,001 m — 0,0001 m 0,00001

Priklad 14
zaddni: vyjadrete 0,051 zlomkem!

g 3 e — 51
reSeni: 0,051 = 510,001 = 990"
vysledek: 0,051 = k3 v nezkraceném tvaru.

990

Priklad 15
zaddni: vyjadrete 0,1235 zlomkem!
12 45 12-99+35

reSeni: 0,1235 = 0,12 + 0,0035 = 100 + 5555 = SThD
p ) == 1223
vysledek: 0,1235 = 9900°

Umime tedy dvé zakladni operace:

e prevést desetinné Cislo na zlomek a naopak

e prevést desetinné Cislo do jiné soustavy

Pokusme se tedy o nasledujici pfiklady.

Piiklad 16

zaddni: Vyjadrete (0,1)2 v desitkové soustaveé!
1

feseni: (0,1)2=1-2"1==

vysledek: (0,1)2 = 0,5

27
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Priklad 17

zadani: Vyjadiete (0,2)9 v desitkové soustavé!

Feseni: (02)9=2-9"1=2=0,3

9
vysledek: (0,2)9 = 0,2.

Priklad 18

zaddni: Vyjadrete (0,2)s v desitkové soustave!
reeni: (0,2)s oznaéme symbolem a. Plati:
a=2-5"142.5"24 .. vynisobme 5
5:a=2+2-5"1+4+2.5"2 4. .

odecteme-li od druhého fadku prvni, dostavame
5-a—a =2, takze a = 0,5

vysledek: (0,2)5 = 0,5.

V predchozich pfikladech jsme prevedli ,,¢islo periodické” na
yneperiodické” a naopak. To znamena jediné:

Vlastnost byti periodicky neni vlastnosti ¢isla ale jeho vyjadreni
v Ciselné soustavé!

Toto tvrzeni spolu s pojetim ¢isla jako entity, kterd ma rizna
vyjadfeni a neni svdzana s konkrétni podobou a s tvrzenim, zZe
(ne)soudélnost dvou éisel nezavisi na &iselné soustavé, maji za cil
proniknout z tohoto ¢lanku do myslenek étenari a pokud se to
alespon u nékoho podaii, bude mit tento ¢lanek smysl.

Priklad 19

zaddni: Naleznéte soustavu (alespoii jednu), ve které ma ¢&islo 0,7 ne-
periodické vyjadreni!

1‘6§em’:7

0,7 = 5= 7-971 =(0,7)9

vysledek: 0,7 = (0,7)9

Priklad 20

zaddni: Naleznéte soustavy (alespoii jednu), ve které ma &islo 0,22
periodické vyjadieni!

reeni: predpoklddejme feSeni ve tvarua = a_12" ' +a_12" 2 4a_127 3+
+ ...
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0,22=a_1z*1+a_1z_2+a_1z_3+... -z
2:022=a_14+a—1z Y +a_1z7%+...

od druhé rovnice odeéteme prvni
2:0,22-0,22=a_ | - 50
(z—1)-11=a-;-50

musi byt a1,z €N, a_; < 2z

50
protoze z = 1791 + 10, musi byt a—1 celoéiselnym nasobkem 11, takze

a-1=11.q, 2=50-9q+1, g€N, ¢>1.
vysledek: Danému predpokladu vyhovuji zdklady 51, 101, 151, ....
Zvolme tedy napiiklad ¢ = 1, takze zéklad je 51 a perioda je 11 =
= (B)sl Shrnuto: qg=1> 0,22 = (0,—B-)51.

V predchozim prikladu jsme zvolili pfedpoklad, Ze ¢islo 0,22
mé v nékteré soustavé vyjadreni s jednocifernou periodou. Po-
dobny postup bychom mohli provést i pro periodicitu dvou- (¢i
vice-) cifernou. Zkrécen& by postup vypadal nésledovné:

Pfedpokladejme feSeni ve tvarua = a_12" '+a_s2 2+a_1273+
+a_9z %4+ a_12z7%+.... Pak plati

022 = a_1z" 1 +a_s27%+ a_lz_3 + a,_zz_4 S
+a_1z‘5 +...
02222 = a_1z4+a_g+a_1z7} +a_gz 2 +a_1z73+..
0,22(z2-1) = a_jz+a_z |50
0 = 11z°—a_1z—(11+a_3)

Vysledna rovnice je kvadratickd se dvéma parametry, a_; a a_s.
Protoze tyto parametry i feSeni hleddme v N domnivam se, Ze tato
uloha presahuje béZny ramec stiedoskolského uciva. To se tyka i
rovnic vysSich fadu (pro periody o vice cifrach). Proto na tomto
misté skonc¢ime s priklady.

Zaveér

Domnivéate se, Ze podobné tvahy jsou zajimavé (docetli jste
az sem), ale v praktickém Zivoté nepouZzitelné? Nemate pravdu,
tato problematika je duleZitd pro vypocty pomoci pocitadi (a
kalkulacek), kde po¢et moznych uloZenych desetinnych mist je ko-
necny, proto se periodicka ¢isla musi zaokrouhlovat. Jako priklad
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si zkuste nejprve vypocitat a pak v tabulkovém editoru ovérit pii-
klad:

Priklad 21

zaddni: Prevedte &islo 0,1 do soustavy Sestkové!

reseni: 0,1-6 = 0,6, desetinna Cast je 0,6, cela ¢ast je 0

0,6 - 6 = 3,6, desetinna ¢ast je 0,6, cela ¢ast je 3

protozZe tuto desetinnou ¢ast jsme jiz méli koncime s vypocétem
vysledek: 0,1 = (0,03)¢

Provedeme tento vypocet v tabulkovém procesoru. Do burky
A1l vloZime hodnotu 0,1, do buriky B1 vloZime vztah =6*A41, do
butiky C1 vlozime funkci =CELA.CAST(B1) a do buiiky A2 vlo-
Zime vztah =B1-C1. Zkopirujeme vztahy na dalsi fadky tabulky.
Ackoli by se hodnoty mély stale opakovat, pocitac jiz v policku
B14 zobrazi hodnotu 3,600001 a od dvacatého fadku vypisuje zcela
chybné hodnoty!

Problém neni v pouZitém programu (testovano na MS Excel
2002 a MS Excel 2003) ale v zaokrouhlovani, které se pfi po-
¢itacovych vypoctech provadét musi. Pokud vyjadrite ¢islo 0,1,
které stoji na zacatku vypoctu, ve dvojkové soustavé, kterou pro
vypoclty poditace pouzivaji, obdrzite ¢islo 0,00011, tedy cislo pe-
riodické. A na takovéto ¢islo s nekoneénym rozvojem mame pouze
omezeny datovy prostor. Proto se uklada prvnich k cifer a ostatni
se odstrani. A to je skuteény problém, ktery jiz nelze prohlasit za
yakademicky“.

Nékolik problému k zamysSleni

e Naleznéte éislo vyjadiené periodicky, které se v dvojkové
(resp. n-kové) soustavé vyjadii neperiodicky!

e Pokud vime, Ze je €islo ve dvojkové (rep. n-kové) soustavé
vyjadrené neperiodicky, ve kterych je jeho vyjadifeni perio-
dické a ve kterych neperiodické?

e Pokud vime, Ze je ¢islo vyjadieno v trojkové soustavé peri-
odicky, ve kterych soustavach je neperiodické?



RACIONALN{ CGISLA Z POHLEDU CISELNYCH SOUSTAV 31

e Existuje soustava takova, aby v ni ¢islo 7 mélo ukonceny
rozvoj?

e Lze (takto ,jednoduse“) pouZivat soustavy o zakladu —5,
0,25 nebo 77
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