Ucitel matematiky

Dag Hruby
Analyticka geometrie bez soutfadnic
Ucitel matematiky, Vol. 16 (2008), No. 1, 9-17

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/150636

Terms of use:

© Jednota ¢eskych matematikt a fyzika, 2008

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/150636
http://dml.cz

ANALYTICKA GEOMETRIE BEZ SOURADNIC

DAG HRUBY

Cilem prispévku je upozornit ucitele matematiky na zajimavou
partii matematiky, jejiz kofeny sahaji do prvni poloviny 19. stoleti,
a které se, mozna nepravem, vyhyba soucasna stfedoskolska ma-
tematika. Prvni kniha s touto tematikou [1] byla vydana v Lipsku
roce 1827. Autorem teto knihy je némecky matematik a astronom
August Ferdinand Mobius (1790-1868).

Primka

UvaZujme, Ze je dana pfimka AB o rovnici X = A+t(B — A).
Tuto rovnici mizZeme formalné piepsat na tvar X = (1—-t)A+tB.
Oznadime-li nyni \; =1 —t, Ao = t, potom plati

X =MA+ B (1)

V tomto piipadé hovoiime o linearni kombinaci bodi A, B. Cisla
A1, A2 jsou libovolna, ale vazana podminkou

A+ A =1 (2)

Rovnici (1) nazyvame bodovou rovnici pfimky. Kazdy bod primky
AB lze pséat jako linedrni kombinaci bod A, B a naopak je kazdou
linearni kombinaci (1) za podminky (2) uren pravé jeden bod X
na pfimce AB. Cisla A1, A2 nazjyvame barycentrické soutadnice
bodi X vzhledem k bodim A, B.

Usecka

Rovnice X = A+ t(B — A) je analytickym vyjadienim usecky
v pfipadé, Ze t € (0;1). Zfejmé tedy rovnice X = M\ A + X2 B
vyjadfuje usecku AB, pravé kdyz A\; + A2 =1a A; >0, A2 > 0.
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Trojuhelnik
Bod X lezi lezi v roviné ABC pravé tehdy, kdyz existuji ¢isla
A1, A2, A3, A1 + A2 + A3 = 1, takova, Ze plati

X = MA+ X2B+ A\3C.

Cisla A1, A2, A3 nazyvame barycentrické souradnice bodu X vzhle-
dem k bodim A, B, C. Je-li X €~ ABC, potom existuje pravé
jedna usporadana trojice (A1, A2, A3) jeho barycentrickych soufad-
nic.

C

A B
Obréazek 1

UvaZujme nyni tfi razné body A, B, C, které nelezi v jedné
pfimce a v duchu predchézejicich ivah vyjadieme libovolny bod X
trojihelniku ABC. Polopfimka AX protind stranu BC v bodé D
(viz obr. 1]. Pro bod X zfejmé plati:

X=aiA+ao2D,a;+a;=1, a; >0,ay > 0.
Podobné plati pro bod D:
D=a3B+a4C,az3+as=1, a3 >0,a4 > 0.
Po dosazeni do predchazejici rovnice dostavame
X =a1A+ az(asB + a4C) = a1 A + a3 B + aza4C.
Polozime-li nyni a; = A1, asaz = A, asag = A3, dostavame
X =MA+ XB+ A\3C.

za podminky
A1 Z O,)‘2 > 07)‘3 2 0.
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Snadno se miiZeme presvédcéit, Ze soucasné plati A\; + As + A3 = 1.
Ziejmeé je A1 + A2 + A3 = a1 + asa3 + apay = a1 +az(az +ay) =
=a;+a-1=1.

Ctyistén
Nyni, jiz stru¢néji, miZzeme vyjadrit ctyistén ABCD. Ziejmé
pro kazdy bod X étyfsténu ABC D plati:

X =MA+ B+ X3C+ MDD

za podminky A\ +A2+A3+X =1, A1 > 0,22 > 0,23 >0,\q4 > 0.

Konvexni mnozina

Pfipomenme si nyni pojem konvexniho utvaru. Mnozinu
M C E, nazyvame konvezni, jestlize s kazdymi dvéma body A, B,
ktere obsahuje, obsahuje i iseCku AB. Uzitim zde zavedené sym-
boliky lze psati:

Mnozina M C FE, je konvexni, plati-li implikace

ABEM=>)+(1-ANBeM

resp.
A BeM—MNA+XMBeEM

za podminky A1 + Ao =1a A >0,X2 > 0.

Konvexni mnohostén
Podobné jako v predchazejich pfipadech lze ukazat, Ze kon-
vexni mnohostén o vrcholech Aj, Aj,..., A, lze vyjadiit rovnici
P P
X = > MA; za podminek Y A, = 1 a A; > 0 pro kazdé

) =1 =1
1€1,2,..,p.

Nyni ukdZeme, jak lze vyuzit vySe uvedenych poznatku k reseni
nékterych elementarnich uloh.

Stred dvojice bodua
Pro stied S tsecky AB plati S = A+ 1(B—A). Po roznésobeni
dostavime S= A+ 1B — 1A= 1A+ 1B =448,
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Uloha 1. Uréete vrcholy trojuhelniku ABC, jsou-li dany stfedy
A’, B’, C' jeho stran.
Reseni: Pro stfedy jednotlivych stran plati

A= -;—(B+C’), B = %(A+C), C' = %(A-i-B)

Nyni jiz snadno vyjadiime jednotlivé vrcholy

A=C'+B' - A
B=A+C' -B
C=B+A-C

Z vyse uvedene soustavy plyne napf. rovnost A— B = 2(B' — A’),
kterou lze interpretovat tak, Ze stfedni pricky trojuhelniku jsou
rovnobézné se stranami trojihelniku.

Tézisté trojuhelniku

Pro t&zist& T trojuhelniku ABC plati T — A = 2(A’ — A), kde
A’ je stfed strany BC. Pro bod A’ plati A’ = —B%C. Po dosazeni
dostdvame T = A + 2 (BE< — A) = A+B+C Gtejny vysledek
bychom obdrzZeli i v pfipadé, Ze bychom cyklicky zaménili vrcholy
trojuhelniku ABC. Bod T je tedy spoleénym bodem vsSech tfi
téznic.

Tézisté Ctyrsténu

Ze stereometrie je znamo, Ze téZnice Ctyfsténu se protinaji
v pomeéru 3 : 1. Pfipomenme si, Ze téZnice ¢tyfsté€nu je tsecka spo-
jujici vrchol s téZistém protéjsi stény. Je-li dan Ctyfstén ABCD,
pak pro tézisté jednotlivych stén Ctyfsténu plati

T, — B+§+D,TB= A+§+D,
= AHEND o L AP

Pro t&7i$t& T napt. plati: T —Tp = 1(D — Tp). Po tpravé dosta-

vime T = Tp + %(D —Tp) = %D +‘§-TD. Po dosazeni za Tp pak
muzeme psati
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T ==
4

1 3 1 3/A+B+C A+B+C+D
D+4TD—4D+Z( 3 )— 1 .

Podobné jako v predchazejicim pripadé se bod 7' nezméni pfi
jakékoliv permutaci vrcholid ¢tyisténu. Bod T je tedy spole¢nym
bodem vSech ¢ty¥ téznic ATy, BT, CTc, DTp. V této souvislosti
si pripomenme jednu vlastnost tézisté ctyisténu.

Tézisté ctyrsténu je stred kaZdé usecky, jejimiz krajnimi body
jsou stredy dvou protilehlych hran ctyrsténu.

Toto tvrzeni snadno dokdZeme. Necht F je stfed hrany AB
a F stfed hrany CD. Protoze E, F jsou stfedy usecek, miiZzeme
psati £ = A—ztB a podobné F = Q'zLD. Ziejmé plati

T.

E+F 1 A+B+C+D _A+B+C+D
3 T3 2 D B 4 N

Dokazané tvrzeni plati zfejmé pro libovolnou dvojici protilehlych
hran ¢tyisténu.

Rovnice pfimky X = A + ¢(B — A),t € R nepredstavuje je-
dinou moznost analytického vyjadfeni pfimky. UkaZeme si nyni
jiny zpisob parametrického vyjadreni primky, kde vSak paramatr
bude mit jiny vyznam nez parametr ¢t € R ve vySe uvedené rovnici.
Je-li dana pfimka AB, pak pro jeji libovolny bod X # B plati

X —-A=\X-B).
Provedeme-li naznacené nasobeni, dostavame

A—)\B 1 A
= 1—\ _1—AA“1—AB

Tento vztah lze rozepsat nasledovné

1
X =B+ ——(A—- B).
+ 17— ( )
Tuto rovnici miZeme pokladat za rovnici pfimky AB, ze které je
vylou¢en bod B. Pro parametr X plati A € R,A # 1. Pro A < 0
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lezi bod X uvnitf tsec¢ky AB, proA=0je X = AaproA >0
lezi bod X vné use¢ky AB. Pro A plati |A| = |X — A| : | X — B|.
Zdlraznéme, ze vztah X = Al‘_)‘)‘B je vztahem mezi Cisly, mezi
soufadnicemi bodu A, B, X a nikoliv vektorovou rovnici.

Parametr A se nazyva délici pomér bodu X vzhledem k bodiim
A, B. Stru¢né piSeme A = (ABX).

Pomoci déliciho poméru miizeme nyni fesit jinym zpiisobem
nékteré predchéazejici tlohy. V pripadé usecky AB ma jeji stied S
délici pomér vzhledem k bodiim A, B roven A = —1. Je tedy

g = Al__AAB = Al__((__ 11))3 == %ﬁ. Podobné miizeme postupovat
v pripadé tézisté T trojuhelniku ABC. Pro stfed S strany BC
plati S = B+<. Protoze t87i§té T m4 vzhledem k bodiim 4, S
delici 5r X = —92 o i T = A-\S __ A—(—2)-B—i2'—g .
€lici pomer A = —2, muzeme psatl I = 55~ = 1-(=2) =
_ A+B4C

=

Obrazek 2

Necht jsou nyni ddny tfi navzajem rtznobézne piimky AB,
BC, AC, tak jak je uvedeno na obr. 2. Pfimka p protina tyto
pfimky v bodech C' =pN— AB, A’ =pN< BC,B' =pN &
—~ AC. Témto bodim lze prifadit délici poméry (CBA") = Aa,
(BAC'") = X2, (ACB’) = A3. Z definice déliciho poméru plynou



ANALYTICKA GEOMETRIE BEZ SOURADNIC 15

nasledujici vztahy

C-\B

A= = =T ot Al
11—\ 1— Xz 1— A3

Podminka, aby body A’, B’,C’ byly kolinearni je A’ = B’ +
+t(C" — B’), resp.
A'=(1-t)B' +tC".

Po dosazeni dostavame

C-MB _ 1-t t

Ity  1—2g (B = A24).

Po vynéasobeni je

1 A\
1—/\10_1——)\1

_ 1-—t tAo t (l—t))\g
‘(1—,\3 1—,\2>A+1—/\23 1— A3 ¢

B =

Nyni vyuZijeme toho, Ze koeficienty u odpovidajicich bodd na
obou stranach rovnosti se musi rovnat.

- th _ o A1 t 1 (1—1t))s
1-X3 1—=X

Tl 1l 1-m 12Xz

Odtud po tupravé plyne

o 1-M M 1—)s3
1—Xs 1-—t 1—Xo 1— )

N

Dale ziejmé plati

1—-—/\2‘1—/\1.1—)\3_ t)\z . )\1 (—)\(
1—)X3 1—Xg 1-X 1—¢ 3

Nakonec dostavame
A A2 A3 =1



16 DAG HRUBY

Ptedchézejici ivahy jsou obsahem Menelaovy véty, kterou nyni
uvedeme.

Menelaova véta.
Necht je ddn trojihelnik ABC a t7i ¢isla Mg # 1, # 1, ¢ # 1.
Na strandch trojihelniku ABC sestrojme body A’, B',C’ tak, Ze
plati Ay = (CBA’), \p = (ACB’), A\¢ = (BAC"). Potom plati,
Ze body A’, B’, C' leZi na jedne pfimce prdavé tehdy, jestlize plati
A1 A2 A3 =1.

Vyse uvedené vypocty tykajici se Menelaovy véty by bylo mozné
zjednodusit uzitim véty, kterou nyni uvedeme.

Véta.
Predpoklidejme, Ze v roviné ABC leZi body X, Y, Z, pro které
plat?

X =XMA+ B+ \3C, A+ A+ A3 =1
Y = 1A + p2B + pusC, p1+pe +ps=1
Z =11A + 1B + v3C, V1 +vy +uv3=1.

Body X, Y, Z lezi na primce prdvé tehdy, kdyz

A1 A2 A3

p1  p2 pz|=0.
vy vy U3

Pomoci této véty dokidZeme snadno vétu Menelaovu. Z délicich
poméri Ay = (CBA’), A\p = (ACB’), A\c = (ABC"’) plyne

1 XA
A = —
1—/\AC 1——)\AB
; 1 _ AB
B—l——)\BA 1—ABC
c=—t_a__2 p

1- )¢ 1-)Xc
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Z ptredchézejici véty plyne, Ze body A’, B’, C’ lezi na jedné pfimce
pravé kdyz

0 1 —Aa
1—2a 1—=X4
s 0 N )
1-AB 1-AB B
1 -\ 0
1-X¢ 1-)A¢

tj. pravé kdyz plati
A1 A2 A3 =1.
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