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CYKLICKE POHYBY INTERAKTIVNE

JANA PROCHAZKOVA

V dnesni dobé se mezi geometry ¢im dal vice diskutuje o tom,
ze geometrie mizi z vyuky. Na stfednich skoladch se stava Popel-
kou vedle vyuky jazykid a vypocetni techniky. Studenti v soucasné
dobé nemaji skoro viibec pojem o tom, co to je dynamicka geo-
metrie. Pfitom se jedna — podle mého nazoru - o jednu z kapitol,
ktera pfimo souvisi se svétem kolem nas. Jak tedy rozhybat geo-
metrické utvary?

Cyklické pohyby, jak jiz vyplyva z nazvu, jsou ty, jejichZ jedna
tvorici kfivka je kruznice. Pokud se kruznice pohybuje po primce,
dostavame pohyb cykloidalni (viz éast 1.1). Pokud je hybnou k¥iv-
kou pfimka, kterd se otaéi po kruznici, jednad se o pohyb evol-
ventni (viz &ast 1.3). Déile miZeme uvaZit pfipad dvou kruZnic
(viz obr. 1). Ot4éi-li se kruZnice uvnitf druhé kruznice, dostavame
pohyb hypocykloidalni. Pohybuje-li se po vnéjsi strané kruznice,
mluvime o pohybu epicykloidilnim (viz ¢ast 1.2).

Obrazek 1: Ukazka cyklickych k¥ivek, zdroj [2]
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Tyto kiivky jsou idealni pro interaktivni vyuku, vznikaji ptfimo
pohybem, k jejich zobrazeni pouzijeme software Cabri Geometrii.!

Podrobné zpracované teoretické zaklady lze nalézt napf. v [1].
Podrobné postupy pro tvorbu Cabri obrazki a také ¢ast vénova-
nou cykloiddm v softwaru Maple jsou popsdny v [2] na portalu
Jihodeské univerzity vénovanému softwaru Cabri. Na internetu je
také zdarma zkuSebni verze Cabri na adrese [3]. Jedna se o ang-

lickou verzi, zdarma lze také stdhnout ¢eské prostifedi k programu
(viz [4]).

1. TEORETICKE ZAKLADY
1.1 Cykloidy

Cykloida je opisovana bodem leZicim na kruZnici, ktera se (bez
smykani) vali po pfimce. Necht je osa x pfimka, po niZ se vali
kruZnice o poloméru r. Ve vychozim postaveni, necht je jeji bod X
vytvarejici cykloidu pocatkem. Jestlize se kruznice odvali o délku
|PX|, pfejde bod X do bodu X’ [z, y].

Plati: -
| XP| = PX'=ri,t =9 P5X" (1)
Z ASNX' plyne:
/
sin(m —t) =sint = 21 — | X'N| = rsint
cos(m —t) = —cost = LS—ZV—I — |SN| = —rcost

Pak soutadnice bodu X jsou:

z=|XP|-|QP|=rt—|X'N|=rt —rsint
y=|SP|+|SN|=r —rcost

Rovnice cykloidy:

x = r(t — sint)
y =r(1 —cost) (2)

1 Jedna se o software schvaleny MSMT pro vyuku matematiky na ZS a SS
pro program SIPVZ (statni informaéni politika ve vzdélani).
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X

Obalkou tecen cykloidy je taz cykloida. Obélkou normal — evo-
lutou cykloidy je stejna, avSak posunuta cykloida o rm ve sméru
osy  a 0 —2r ve sméru osy y. Rovnici obalky dostaneme vytese-
nim soustavy:

F(z,y,t) =0
oF

kde
F(z,y,t) = (1 — cost)(x —rt + rsint) + sint(y — r + rcost) =
= x(1 — cost) + ysint — rt + rt cost
Obaélka normal je dana rovnicemi:
z =717+ r(t —sint) (4)
y =r(1 — cost) — 2r (5)
Dalsim druhem cykloid je prodlouZena a zkricena cykloida.
Bod, ktery vytvari kifivku, nelezi pfimo na kruznici, ale na spoj-
nici stfedu a obecného bodu kruznice. Je-li vzdalenost tohoto bodu

mensi neZ polomér, jedna se o zkracenou cykloidu, je-li vétsi, bu-
deme mluvit o cykloidé prodlouzené.
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Obrazek 2: ProdlouZend a zkracena cykloida

1.2 Epicykloidy a hypocykloidy

Epicykloida (hypocykloida) vznika jako draha bodu pevné spo-
jeného s kruznici, ktera se kotali po (uvnitf) pevné kruznici (viz
obr. 3). Necht pevnd kruznice ma polomér R a hybna kruznice ma
polomér r. Bod P je bodem epicykloidy.

P
/X\

Obrazek 3: Tvorba epicykloidy a hypocykloidy

Odvozeni rovnic pro obé& kfivky lze nalézt napi. v [1]. Obecna
rovnice epicykloidy je:

z = (R+r)cos (Lt) — 7 COS (£t+t)

R R
y=(R+r)sin (%t) —rsin (}%t +t) (6)

Obecnéa rovnice hypocykloidy je:
z = (R —r)cos (Lt) + 7 cos (t — -T—t)

R R
y=(R—r)sin (5t) —rsin (¢ -t +¢) (7)
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1.3 Evolventy

Evolventni pohyb je draha bodu pevné spojeného s pfimkou,
kterd se rovnomérné otaéi po pevné kruznici. Necht mame danu
kruznici k£ a pfimku p, ktera je jeji teCnou v bodé A. Bod A je
pocatecnim bodem odvijeni. Bod A se pohybuje do bodu B na
kruznici a na pfimce stejnou vzdalenost urazi bod C'. Plati tedy:

|BC| = |AB| = rp

kde ¢ je thel AOB.

[=]

X 1---4

Obrazek 4: Tvorba evolventy kruznice

Z obr. 4 lze jednoduse odvodit rovnice:

T =Trcosyp+resing
y =rsinp —rpcosy (8)

Evolventy lze rozdélit na prosté, prodlouZené a zkracené v zavis-
losti na poloze tvoficiho bodu vzhledem k hybné pfimce. Trajek-
torie vnitiniho bodu poloroviny uréené hybnou pfimkou, v niz lezi
(nelezi) stfed kruZnice O, se nazyva prodlouZend (zkracend) evol-
venta kruZnice. Je-li tvorici bod pfimo ve stfedu O kruznice, pak
se vznikla kfivka nazyva Archimedova spirdla.
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2. CYKLICKE POHYBY S CABRI GEOMETRII

Pro animaci v Cabri jsou duleZité dvé funkce — Stopa (ano/ne)
a Mnozina bodi.
Stopa — po zapnuti funkce kresli bod, ktery oznac¢ime, stopu po-
hybu
MnozZina bodua - nejdfive se oznaci bod vysledné krivky a pak
bod, jehoz pohybem je k¥ivka vytvaiena

Priklad: Sestrojte prostou cykloidu

Pro vytvofreni cykloidy je nutné si uvédomit, jakym zptsobem se
vytvaii. Délka urazené drahy na pfimce se musi rovnat délce na
kruznici, kterad se kotali. Z toho vyplyva zptsob tvorby:

1. Nakreslete polopfimku (Ray), na ni umistéte bod (Point) A.
Bodem A vedte kolmici (Perpendicular line) k dané polo-
pfimce. Na kolmici zvolte bod a vytvofte kruznici (Circle)
se stfedem v tomto bodé prochazejici bodem A.

(%} Fle Edt Options Window Help

Yo SR e
| Ristance and Length
Atea
Slope
Angle !
_Equation and Coordinates |
R
Tabulate

3.62 cm

2. Zméfte délku mezi body O a A. (Distance and Length). Po-
uzijte funkci Nanést délku (Measurement transfer). Oznacte
délku, potom kruZnici a bod A, od kterého se bude velikost
nanaset. Bod se nanesl v opa¢ném sméru, pouzijte tedy oso-
vou soumérnost (Reflection). Zobrazeny bod je jiz tvoricim
bodem cykloidy.
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3. Vyberte funkci Stopa (Trace) a oznacte bod X, ktery bude
vykreslovat cykloidu. Pomoci tahu bodu A se bude vytvaret
vysledna cykloida. Pokud chcete vykreslit celou cykloidu, lze
pouzit funkci MnoZina bodi (Locus). Nejprvte oznaéte bod
cykloidy X, poté bod A, jehoZ pohybem je kifivka vytvarena.

Priklad: Sestrojte obalku tecen dané cykloidy.

Pro cykloidu z predchoziho prikladu vykreslime te¢nu v bodé X,
coz je kolmice k pfimce XS. Oznacime ji, aby zanechéavala stopu
a pohybem bodu A dostavame obalku tecen.
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Obrazek 5: Obalka tecen prosté cykloidy
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3. ZAVER

V tomto ¢lanku jsme podrobné probrali pouze jeden typ cyk-
lickych kfivek a to cykloidy. Ostatni cyklické kiivky jsou podrobné
zpracovany v diplomové préaci 1] a elektronickd ucebnice se vSemi
postupy i procedurami je umisténa na portalu JCU vénovanému
Cabri geometrii na adrese [2].
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