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238 MATEMATICKA OLYMPIADA

MATEMATICKA OLYMPIADA

Ve dnech 22. — 25. 3. 2009 se v Plzni uskutecnilo celostatni
kolo 58. ro¢niku matematické olympiddy kategorie A. Zvefejiiu-
jeme zadani a feSeni uloh, seznam vitézi a UspéSnych fesitelt.
Soucasné zverejiiujeme ulohy prvniho kola pfistiho roéniku Mate-
matické olympiady, kategorii A, B, C pro $kolni rok 2009-2010.

Ulohy celostatniho kola 58. roéniku
matematické olympiady

Plzen 22. — 25. bfezna 2009

1. Jsou-li vSechna ¢isla p, 3p+ 2, 5p+4, 7p+6, 9p+8 a 11p + 10
prvocisla, je Cislo 6p + 11 slozené. Dokazte. (Pavel Novotnyj)

Re3eni. Piedpokladejme, Ze vechna &isla p, 3p+2, 5p+4, Tp+6,
9p+8 a 11p+ 10 jsou prvocisla. Zkoumejme, jaky zbytek po déleni
péti mize davat prvocislo p, tj. pro jakd ! z mnoziny {0, 1,2,3,4}
a nezaporné celé ¢islo k muZe platit p = 5k + L.

> Je-li p = 5k prvocislo, pak p = 5, tehdy ovSem 11p + 10 = 65
neni prvocislo.

> Je-li p = 5k + 1, pak 3p+ 2 = 5(3k + 1) je prvocislem jediné
pro k = 0, tehdy ovSem plati p = 1, cozZ neni prvocislo.

> Je-li p = 5k + 2, pak 7p + 6 = 5(7k + 4) neni prvocislem pro
7adné celé k 2 0.

> Je-li p = 5k + 3, pak 9p + 8 = 5(9k + 7) neni prvodislem pro
74dné celé k 2 0.

Prvodislo p tedy musi byt tvaru 5k + 4. Pak ovSem 6p + 11 =
= 5(6k + 7) je sloZené &islo pro kazdé celé k 2 0.

Pozndamka. Nejmensi prvocislo p, pro néz jsou i vSechna ¢isla 3p+2,
op+4, Tp+ 6, 9p +-8 a 11p + 10 prvocisla, je p = 2 099.
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2. Na kratsim z obloukd CD kruznice opsané pravouhelni-
ku ABCD zvolme bod P. Paty kolmic z bodu P na pfimky AB,
AC a BD ozna¢me postupné K, L a M. Ukazte, Zze thel LK M
ma velikost 45°, pravé kdyz ABCD je ¢tverec.  (Tomas Jurik)

Reseni. Ukazeme, Ze tthel LK M ma stejnou velikost jako tihel
CBD (obr. 1). Odtud dané tvrzeni trividlné plyne (ihel CBD ma
velikost 45°, pravé kdyz |BC| = |CD|, tj. kdyz ABCD je ¢tverec).

Obr. 1

Body B, K, M, P lezi v tomto pofadi na Thaletové kruz-
nici nad primérem BP. Pro velikosti obvodovych thli nad té-
tivou PM tedy plati | SPKM| = |JPBM|. Podobné body A,
K, L, P lezi v tomto pofadi na Thaletové kruznici nad primé-
rem AP a pro velikosti obvodovych ahli nad tétivou PL mame
|<LK P| = |4LAP|. Z obvodovych thli nad tétivou C'P kruznice
opsané pravothelniku ABCD tak dostavame |[JCAP| = |SCBP|.

Z uvedenych rovnosti vyplyva

|SLKM| = |SLKP|+ |JPKM|=|JLAP|+|4PBM| =
= |¥CAP|+ |¥PBD| = |JCBP|+ |3PBD| = |9CBD|,

coz jsme chtéli dokézat.



240 MATEMATICKA OLYMPIADA

Pozndmka. Uvedeny postup se da pouzit i v trividlnim pripadé,
kdy P = C anebo P = D; tehdy maji nékteré z uvazovanych thla
nulovou velikost.

Jiné reseni. Opét dokdzeme, Ze ithly LK M a CBD maji stejnou
velikost. Ozna¢me N patu kolmice z bodu P na pfimku BC. Body
K, L, N lezi na Simsonové pfimce pfislusejici bodu P a trojuhel-
niku ABC (obr. 2). Na Thaletové kruznici nad primeérem PB
lezi body K, M i N. Z obvodovych ahli nad tétivou M N téze
kruznice tak mame

IXLKM|=|INKM|=|d{NBM|=|{CBD|.

P___ N
D S Ne
AL
M
A K B
Obr. 2

3. Najdéte nejmensi kladné ¢islo x, pro néz plati: Jsou-li a, b, c,
d libovolna kladna ¢isla, jejichz soudin je 1, potom

1 1 1 1
a’ +b" + " +d" = ~ S S sl

(Pavel Novotnyj)

Re3eni. Necht a, b, ¢, d jsou libovolna kladna &isla, jejichZ soudin
se rovna 1. Podle nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym
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prumeérem trojice ¢isel a®, b*, ¢* pro libovolné z > 0 mame

ax-}-(;w—}—cf > Yo bTotr — 3/;1_1;

Volbou z = 3 dostavame nerovnost 3(a®+b* +¢*) 2 1/d. Analo-
gicky plati

3@+0°+d%) 2 1/c, L(aP++d%) 2 1/b, L(03+E+d3) 2 1/a.
SeCtenim uvedenych &tyf nerovnosti dostaneme

1 1 1 1
B+ +S+dd -+ +-45,
a b ¢ d

takZe pro x = 3 nerovnost ze zadini lohy vzdy plati.

Ukazeme, Ze x = 3 je hledanou nejmensi hodnotou, tedy Ze pro
kazdé kladné x < 3 dana nerovnost pro nékterou z uvaZzovanych
¢tveric (a, b, ¢, d) neplati. Najdeme takovou &tvefici ve tvaru a =
=b=c=tad = 1/t3 pro vhodné ¢t > 1 (zdvislé na daném
x < 3). Pro takova kladna a, b, ¢, d jisté plati abed = 1,

1 1 1 3
bobm =St > 83

1,11
b ¢ d t

1
a*+b"+c*+d* ="+ —— < 4t® a -

fee a
Bude-li proto navic platit 4¢t* < t3, nebude nerovnost ze zadani
ulohy splnéna. S ohledem na podminku z < 3 je nerovnost 4t* <

< t3 ekvivalentni s nerovnosti
1
t > 457,

kterd je pro dostate¢né velké ¢ skutecné splnéna.

Zaveér. Hledané nejmensi kladné ¢islo je z = 3.

Pozndmka. Pozadovanou vlastnost ma nejen z = 3, ale kazdé
x 2 3 (a rovnéz kazdé x < —1). Vysvétlime to tak, Ze jednicky ve
jmenovatelich zlomkid na pravé strané uvazované nerovnosti za-
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ménime vyrazem (abcd) ; dostaneme tak homogenni nerovnost

a® 4+ b+ c* 4 d® 2a’ T (bcd) C b T (

+cT (abd) S dT (abc)m_;u,

coz je Muirheadova nerovnost pro ¢tverice exponentt

1 1 1 -
(m,0,0,0) . (:c-i— r+1 z+1 x 3>,

4 7 4 4 4
jejiz uplatnéni je v pripadé z > 0 vazano jedinou podminkou

2=3 > 0 neboli z = 3 (zatimco v piipadé z < 0 vychdzi jedina
podminka z—}l < 0 neboli z £ —1).

4. Zkoumejme, pro kterd prirozena Cisla n existuji pravé ctyri
pfirozena &isla k takova, Ze &islo n + k je délitelem &isla n + k2.

a) Ukazte, Ze vyhovuje n = 58, a najdéte pfislusna Ctyfi k.

b) Dokazte, Zze sudé n = 2p, kde p 2 3, vyhovuje, pravé kdyz p
i 2p 4+ 1 jsou prvodisla.

(Nulu mezi pfirozen ¢isla nepocitame.) (Jaromir Simsa)

Reseni. Z rovnosti n + k% = (k +n)(k —n) +n(n +1) vidime, Ze
n+k | n+k? plati, pravé kdyz n+k | n(n+1). Podet &isel & s touto
vlastnosti je tedy rovny poctu téch déliteli ¢isla D = n(n + 1),
které jsou vétsi nez n.

a) V pfipadé n = 58 z rozkladu na prvocinitele pfislusného
D = 58-59 = 229 .59 vidime, ze délitelé ¢isla D, jez jsou
vétsi nez 58, jsou pravé Ctyri: 59, 259 = 118, 2959 = 1711
a 2-29 .59 = 3422. To jsou hodnoty 58 + k, takze prislusna
hledana k£ jsou o 58 mensi, jsou to tudiz postupné cisla k = 1,
k =60, k = 1653 a k = 3364 = 582. (Dodejme, zZe obé &isla k = 1
a k = n? spliiuji podminku n + k | n + k2 pro kazdé n.)

b) Pro sudé n = 2p, kde p 2 3, plati D = 2p(2p + 1), takze
snadno vypiSeme Ctyfi délitele ¢isla D, které jsou vétsi nez dané
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o= 2p:
2p+1<2(2p+1)<p(2p+1) < 2p(2p+1). (1)

Jsou-li obé ¢isla p, 2p + 1 prvodisla, zadné jiné takové délitele
¢islo D zfejmé nem4, tudiz ¢islo n = 2p ma pozadovanou vlast-
nost.

Je-li naopak aspon jedno z ¢isel p, 2p + 1 sloZzené a plati-li
pfedpoklad p 2 3 ze zadani ulohy, ukdZeme, Ze prislusné D pak
mé kromeé déliteld vypsanych v (1) jesté aspon jednoho dalsiho
délitele vétsiho nez 2p. RozlisSime pfitom dva pripady podle toho,
které z Cisel p, 2p + 1 je sloZené.

(i) Je-li slozené ¢islo p, je toto ¢islo délitelné nékterym ¢, 2 <
< ¢ £ p, a &islo D ma pak délitele 2¢(2p + 1), ktery s vyjimkou
pripadu ¢ = %p lezi mezi druhym a tietim délitelem vypsanym
v (1):

22p+1) < 29(2p+1) < p(2p+1).

Nema-li vSak cislo p jiného netrividlniho délitele kromé q = %p,
plati nutné p = 4. Tehdy ani druhé ¢islo 2p+ 1 = 9 neni prvocislo,
takze patého délitele ¢isla D (vétsiho nez 2p) najdeme v Casti (ii).

(i) Je-li slozené (liché) ¢islo 2p + 1, je toto Cislo délitelné né-
kterym ¢, 3 £ q < p, a islo D ma pak délitele 2pq, ktery lezi mezi
druhym a tfetim délitelem vypsanym v (1):

s 1 1
22p+1) < 2pg < p(2p+1), nebot q>2+; a g<p+s.

Ekvivalence z ¢asti b) ulohy je tak dokazana.

Jiné feSeni &4sti b). Ozna¢me D = 2p(2p + 1). Protoze 2p <
< v/D < 2p+1, ma D pravé &tyii délitele vétsi nez 2p, pravé kdy?
mé zaroven pravé &tyfi délitele mensi nez v/ D, celkem tedy pravé
osm délitelt. Cislo D ma aspon dva prvodinitele, takZze je bud
soufinem t¥i riznych prvocisel (to zfejmé nastane, pravé kdyz p
a 2p-+ 1 jsou prvoéisla), nebo tvaru ¢3r, kde ¢, r jsou riizna prvo-
¢isla. Druhy pfipad v8ak nemuze nastat, protoze D = 2p(2p + 1)
je sudé, ma lichého délitele 2p + 1 a jesté délitele p nesoudélného
s 2p + 1, muselo by proto byt p = 22, odkud r = 2p+1 = 9, coz
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ovSem neni prvocislo. Tim je poZzadovana ekvivalence v &asti b)
dokazana.

5. V kazdém z vrcholl pravidelného n-ihelniku A; A, ... A, lezi
urcity pocet minci: ve vrcholu Ay je to pravé k minci, 1 £ k < n.
Vybereme dvé mince a piemistime kazdou z nich do sousedniho
vrcholu tak, Ze jedna se posune ve sméru a druha proti sméru
chodu hodinovych ruci¢ek. Rozhodnéte, pro ktera n lze po konec-
ném poctu takovych premisténi docilit toho, Ze pro libovolné k,
1 £ k £ n, bude ve vrcholu A lezet n + 1 — k minci.

(Radek Horensky)

Reseni. Ptifadme kaZzdé minci index 7 vrcholu A;, na kterém lezi
(tedy ¢islo z mnoziny {1,2,...,n}) a po kazdém piemisténi dvo-
jice minci Cisla prifazena mincim aktualizujme. Sledujme nejprve,
jak se zméni soucet S vSech n Cisel pfifazenych jednotlivym min-
cim po jednom premisténi.

Nepremistujeme-li Zddnou z obou minci mezi vrcholy A; a A,
souCet S se nezméni, protoZe jedno z ¢isel minci se o 1 zmensi,
druhé se o 1 zvétsi (a ostatni se nezméni). Stejné tak se soucet S
zfejmé nezméni, premistime-li jednu minci z A; do A, a sou-
casné druhou z A,, do A;. Pfemistime-li jednu minci z A; do A,
a druhou z A; do A;+1 (kde 1 £ 7 £ n — 1), soulet S vzroste
o (n—1)+1 = n. Koneéné pfemistime-li jednu minci z A, do
A; a druhou z A; do A;—; (kde 2 £ i £ n), soudet S klesne o n.
Z uvedeného tuplného rozboru plyne, Ze zbytek souctu S po délent
cislem n se nikdy nezméni.

Soucet S ve vychozi pozici ma hodnotu

n
1
1:1+2-2+ - +n-n=Y k¥ =_n(n+1)(2n+1),
k=1 6

zatimco v kyzZené cilové pozici by mél mit hodnotu
n n n
Y kn+l-k)=(n+1)) k—) k=
k=1 k=1 k=1

1 1 1
= gn(n+ 1)? - g"(" +1)(2n+1) = g"(” +1)(n +2)
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(vyuzili jsme zndmé vzorce pro soudet prvych a druhych mocnin
¢isel prvnich n prirozenych ¢isel). Aby bylo mozné zamysleného
cile dosdhnout, musi dvé uréené hodnoty S davat po déleni &is-
lem 7 stejny zbytek, neboli jejich rozdil 3n(n+1)(n— 1) musi byt
nésobkem &sla n. Cislo g(n+1)(n—1) = §(n*?—1) proto musi byt
celé. Dosazenim vSech jednotlivych zbytka 0 aZ 5 modulo 6 snadno
zjistime, Ze nalezend podminka je splnéna, pravé kdyz ¢islo n dava
po déleni Sesti zbytek 1 nebo 5. V dalsi éasti feSeni ukaZeme, Ze
pro v8echna takova n lze skutecné kyzené cilové pozice dosdhnout.

PopiSeme jeden z mozZnych postupi. (Jedinou) minci, ktera je
na pocatku ve vrcholu A;, ozna¢me M. VSechny mince s vyjim-
kou M budeme neustale pfemistovat ve stejném spoleéném sméru.
V opaéném sméru se tedy bude pfemistovat jedind mince M, aniz
bychom se o jeji pozici néjak pribéziné ,starali“. Jeji konecnou
polohu uréime pomoci dfive odvozené vlastnosti souétu S: index %
vrcholu A;, ve kterém se mince M nakonec ocitne, je jednoznacné
urcéen tim, Ze konena hodnota souctu S dava po déleni Cislem n
stejny zbytek jako hodnota vychozi — indexy vSech vrcholii totiz
tvori uplnou soustavu zbytk modulo n.

NavrZenym postupem permanentniho pfemistovani mince M
muzeme kteroukoliv ze zbylych minci (nezavisle na ostatnich zby-
lych mincich) pfemistit do libovolného vrcholu, ktery si zama-
neme. Po koneéném pocétu vhodnych premisténi tedy ziejmé do-
sahneme toho, aby vSechny mince rizné od M byly v kazdém
vrcholu A; s indexem 7 > 1 v poctu, jaky ndm predepisuje zadani
ukolu, tedy n + 1 —i. Je celkem lhostejno, Ze je to pravé n+ 1 —1,
dilezité vsak je, Ze celkové poCty minci ve vychozi pozici i kyzené
cilové pozici jsou zfejmé stejné, takze po zminéném ,zajisSténi“ vr-
choll A,, Az, ..., A, mincemi riznymi od M bude zbylych n — 1
minci riaznych od M ve vrcholu A; a posledni mince M se ocitne
v nékterém, prozatim nezjisténém vrcholu. Kdy to bude vrchol
A1, a tudiz cile bude dosazeno? Pravé tehdy, kdyz pocet vrcholi
n bude takovy, Ze soucet S pro vychozi pozici dava pfi déleni n
stejny zbytek jako soudet pro cilovou pozici, o kterou pfemistova-
nim usilujeme. A vSechna takova n jsme jiz nasli.
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Odpovéd. Pozadovaného cile je moZné dosahnout, pravé kdyz ¢islo
n dava po déleni Sesti zbytek 1 nebo 5.

Poznamka. Popsany zpisob feSeni vede k nasledujicimu zavéru:
Jsou-li ddna dvé rozmisténi stejného poc¢tu minci ve vrcholech
n-uhelniku, pak jedno z nich lze pfevést na druhé popsanym pre-
mistovanim minci, pravé kdyZ oba souéty S, které odpovidaji
témto rozmisténim, davaji po déleni ¢islem n stejny zbytek.

6. V roviné w jsou dany dva rtzné body O a T'. Najdéte mnozZinu

VVew

v bodé T a stfed opsané kruznice v bodé O. (Jaromir Simsa)

Reseni. Vezméme né&jaky bod A z roviny w. Aby mohl byt vr-
cholem trojihelniku popsaného v zadani, musi byt rizny od bodi
O a T. Nejprve popiSeme obecnou konstrukeci trojuhelniku ABC,
(pro trojici navzdjem riznych bodi A, O, T'). Teprve pak zjistime,
pro které body A takovy trojihelnik sestrojit nelze.

Oznaime A’ stfed strany BC. Bod A’ je obrazem bodu A
ve stejnolehlosti se stfedem T a koeficientem —-;—. Pokud A’ # O,
lezi body B a C na kolmici p vedené bodem A’ k pfimce OA’
a zaroven na opsané kruznici k se stfedem O a polomérem |OA]|
(obr. 3).

O

A/
Obr. 3

K danému bodu A dokdZeme vidy sestrojit jeho obraz A’
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v uvedené stejnolehlosti. Pfedpoklddejme nejprve, ze A’ # O.
Abychom dostali dva rizné body B a C, musi byt pfimka p seé-
nou kruznice k. To nastane, pravé kdyz |OA’| < |OA|. Ozna¢me O’
obraz bodu O ve stejnolehlosti se sttedem T a koeficientem —2.
Plati |O'A| = 2|OA’|, proto konstrukéni podminku mizeme za-
psat ve tvaru |O’A| < 2|OA|. Bod A proto musi leZzet mimo kruh
ureny Apolléniovou kruznici! m(S;|ST|), kde S je bod soumérné
sdruzeny s bodem T podle bodu O (obr. 4).

Pokud tedy A’ # O neboli A # O’, dostaneme konstrukei tii
body A, B, C. Ty budou vrcholy vyhovujiciho trojihelniku, po-
kud nelezi v pfimce. Na piimce lezi, kdyZ je pfimka BC totoZna
s pifimkou AT, tj. kdyZ pfimka OA’ je kolma na AT. Bod A’ proto
nesmi lezet na Thaletové kruznici nad primérem OT a (po ,,zobra-
zeni“ této podminky ve stejnolehlosti se stfedem 7" a koeficientem

—2) bod A nesmi lezet na Thaletové kruznici nad primérem O'T
(obr. 5).

OI O T O/

A/
Obr. 4 Obr. 5

V piipadég, Ze bod A je totozny s bodem O’ tj. A’ = O, na-
misto kolmice p mulizeme vzit libovolnou pfimku (rtiznou od AT)
prochézejici bodem O (obr. 6). Dostaneme tak nekone¢né mnoho
riznych trojihelnikii ABC s pravym thlem pfi vrcholu A, které
splnuji vSechny podminky zadani.

1Pro dané dva rizné body P, Q a kladné ¢islo k # 1 je Apolléniova
kruznice mnozina bodii X, pro néz plati |PX| = k|QX|. Stied Apolléniovy
kruznice lezi na pfimce PQ stejné jako dva body kruznice, které dovedeme
pro dané k jednodusSe sestrojit.
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B

Obr. 6

Zdvér. Hledanou mnoZinou bodi je vnéjsi oblast kruznice m kromé
bodi lezicich na Thaletové kruznici nad primérem O’T, pfi¢emzZ
bod O’ do hledané mnoziny téz patfi (obr. 7).
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Vysledkova listina celostatniho kola 58. roéniku MO
kategorie A

Vitézove:

L2,

3.-4.

5.-6.

Miroslav Klimos
Josef Tkadlec
Samuel Riha
Tomas Zeman
David Klaska
Jan Matéjka
Josef Ondfej
Hana Sormova
Miroslav Olsak
Jan Varihara
Hana Bilkova

Dalst ispésni resitele:

12.-13.

14.
15.-20.

21.-22,

23.-25.

Van Minh Nguyen
Bohuslav Zmek
Jana Faltynkova
Petr Boros
Simona Domesova
Vit Musil

Nguyen Van Nhan
Tomas Pavlik

Petr Rysavy
Radek Marcina
Alexander Slavik
Duc Trung Ha
Zuzana Komarkova
Lucie Mohelnikova

4/4 GMK Bilovec

8/8 GJK Praha 6, Parléfova
4/4 G Brno, tf. Kpt. Jarose
6/8 GJK Praha 6, Parléfova
3/4 G Brno, tf. Kpt. Jarose
8/8 G Ceské Budéjovice, Jirovcova
7/8 G Roznov pod Radho$tém
4/4 G Brno, ti. Kpt. Jarose
7/8 GB Praha 5

8/8 GLJ Holesov, Palackého
8/8 G Frenstat pod Radhostém

6/6 G Tachov, Pionyrska

3/4 G Brno, tf. Kpt. Jarose
8/8 CMG Prostéjov

3/4 GMK Bilovec

7/8 GMK Bilovec

4/4 G Sumperk, Masarykovo nam.
8/8 G Praha 6, Nad Aleji

8/8 GJK Praha 6, Parléfova
7/8 GJH Praha, Mezi Skolami
3/4 G Praha 5, Zborovska
8/8 G Brno, Terezy Novéakové
7/8 MG Plzeri, Petdkova

4/4 G Brno, ti. Kpt. Jarose
4/4 GMK Bilovec

249

39
39
35
39
28
28
26
26
20
19
18

17
17
16
15
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ZADANI PRO SKOLNI ROK 2009-2010
Kategorie A

A-I-1. V oboru realnych Cisel feste soustavu rovnic

2 —y=z —1,

Vy2—z=x -1,

22 —x =y —1.
(Radek Horensky)

A-I-2. Kosoctverci ABCD je vepsana kruznice. Uvazujme jeji
libovolnou teénu protinajici obé strany BC, CD a ozna¢me po
fadé R, S jeji pruseciky s ptimkami AB, AD. Dokazte, Zze hodnota
souinu |BR| - |DS| na volbé te¢ny nezavisi. (Leo Bocek)

A-I-3. Na tabuli jsou napséana ¢isla 1, 2, ..., 33. V jednom kroku
zvolime na tabuli dvé ¢isla, z nichZz jedno je délitelem druhého,
obé smazeme a na tabuli napiSeme jejich (celociselny) podil. Takto
pokracujeme, aZ na tabuli zlistanou jen éisla, z nichz zadné neni
délitelem jiného. (V jednom kroku miZeme smazat i dvé stejna
¢isla a nahradit je ¢islem 1.) Kolik nejméné ¢isel muiize na tabuli
zustat? (Peter Novotny)

A-I-4. V libovolném ostrotihlém riznostranném trojuhelniku ABC
oznaéme O, V a S po fadé stfed kruznice opsané, prusecik vysek
a stfed kruznice vepsané. Dokazte, ze osa Usecky OV prochazi
bodem S, pravé kdyZ jeden vnitini tihel trojuhelniku ABC ma
velikost 60°. (Tomds Jurik)

A-I-5. V kidi je ro ryb, spolecny tlovek n rybarti. Prichéazeji pro
svij dil jednotlivé, kazdy si mysli, Ze se dostavil jako prvni, a aby
si vzal pfesné n-tinu aktudlniho poctu ryb v kadi, musi pfedtim
jednu z ryb pustit zpét do more. UrCete nejmensi mozné €islo 7o
v zéavislosti na daném n 2 2, kdyZ i posledni rybaf si aspon jednu
rybu odnese. (Dag Hruby)
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A-I-6. Pro dané prvocislo p uréete poCet (vSech) uspofadanych
trojic (a, b, c) ¢isel z mnoziny {1,2,3,...,2p?}, které spliiuji vztah

la,c] +[bd] _pP*+1

a +b p? + 2

)

kde [z,y] znadi nejmensi spoleény nisobek &isel = a v.
(Tomds Jurik)

KATEGORIE B

B-I-1. Na stole lezi tf¥i hromadky zapalek: v jedné 2 009, ve druhé
2010 a v posledni 2011. Hra¢, ktery je na tahu, zvoli dvé hro-
madky a z kazdé z nich odebere po jedné zapalce. Ve hie se pra-
videlné stifidaji dva hraci. Hra konci, jakmile néktera hromadka
zmizi. Vyhrava ten hrac, ktery udélal posledni tah. Popiste stra-
tegii jednoho z hraci, ktera mu zajisti vyhru.

(Jan Mazdk)

B-I-2. Na tabuli je napsdno ¢tyfmistné Cislo, které ma presné
Sest kladnych délitell, z nichz pravé dva jsou jednomistni a prave
dva dvojmistni. Vétsi z dvojmistnych déliteld je druhou mocninou
pfirozeného é&isla. Uréete vSechna éisla, kterda mohou byt na tabuli
napsana. (Peter Novotny)

B-I-3. V roviné je dana isecka AB. Sestrojte rovnobéznik ABCD,
pro jehoZ stiedy stran AB, CD, DA oznacené po fadé K, L, M
plati: body A, B, L, D lezi na jedné kruznici a rovnéZz body K,
L, D, M lezi na jedné kruznici. (Jaroslav Svréek)

B-I-4. Najdéte 2009 po sobé jdoucich ¢tyrmistnych cisel, jejichz
soucet je soudinem tii po sobé jdoucich prirozenych Eisel.
(Radek Horensky)
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B-I-5. Uvnitf kratsiho oblouku AB kruZnice opsané rovnostran-
nému trojihelniku ABC je zvolen bod D. Tétiva CD protina
stranu AB v bodé FE. Dokaite, ze trojuihelnik se stranami délek
|AE|, |BE|, |CE| je podobny trojuhelniku ABD.

(Pavel Leischner)

B-I-6. Reélna &isla a, b maji tuto vlastnost: rovnice z2 — ax +

+b—1 =0 ma v mnoziné redlnych ¢isel dva rizné koreny, jejichz
rozdil je kladnym kofenem rovnice z? —az + b+ 1 = 0.

a) Dokazte nerovnost b > 3.

b) Pomoci b vyjadiete kofeny obou rovnic.

(Jaromir Simsa)

KATEGORIE C

C-I-1. Erika a Klarka hraly hru ,slovni logik“ s témito pravidly:
Hrac A si mysli slovo sloZzené z péti riznych pismen. Hra¢ B vyslovi
libovolné slovo sloZené z péti riznych pismen a hra¢ A mu pro-
zradi, kolik pismen uhodl na spravné pozici a kolik na nespravné.
Pismena povazujeme za rtzna, i kdyz se lisi jen hackem nebo ¢ar-
kou (napiiklad pismena A, A jsou rtiznd). Kdyby si hrd¢ A myslel
naptiklad slovo LODKA a B by vyslovil slovo KOLAC, odpovi
hra¢ A, Ze jedno pismeno uhodl hra¢ B na spravné pozici a dvé
na nespravné. Zkracené sdéli ,,1 + 2“, nebot se opravdu obé slova
shoduji pouze v pismenu O véetné pozice (druhé zleva) a v pis-
menech K a L, jejichz pozice jsou odlisné. Erika si myslela slovo
z péti riznych pismen a Klarka vyslovila slova KABAT, STRUK,
SKOBA, CESTA a ZAPAL. Erika na tato slova v daném potadi
odpovédéla 0+ 3,0+2,1+ 2,240 a 1+ 2. Zjistéte, jaké slovo si
Erika mohla myslet. (Peter Novotny)

C-I-2. Vrcholem C pravouhelniku ABCD vedte pfimky p a g,
které maji s danym pravouhelnikem spoleény pouze bod C, pfi-
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¢emz pfimka p ma od bodu A nejvétsi moZznou vzdélenost a prim-
ka ¢ vymezuje s pifimkami AB, AD trojuhelnik co nejmensiho ob-
sahu.

(Leo Bocek)

C-I-3. Urcete vSechna realna ¢isla z, ktera vyhovuji rovnici 4z —
—2|z| = 5. (Symbol |z] znadi nejvétsi celé Cislo, které neni vétsi
nez Cislo z, tzv. dolni celou ¢ast redlného éisla z.)

(Jaroslav Svrcek)

C-I-4. Kruznice k(S;r) se dotyka pfimky AB v bodé A. Kruznice
I(T'; s) se dotyka pfimky AB v bodé B a protind kruznici k v kraj-
nich bodech C, D jejiho priméru. Vyjadiete délku a usecky AB
pomoci poloméra r, s. DokaZte dale, Ze prisecik M pfimek CD,
AB je stfedem tuseCky AB. (Leo Bocek)

C-I-5. Dokazte, Ze pro libovolna kladna redlna éisla a, b plati

2(a® +3ab+b%) _a+b
Vab < <
b= aTy = 2

a pro kaZdou z obou nerovnosti zjistéte, kdy prechéazi v rovnost.
| (Jdn Mazdk)

C-I-6. Najdéte vSechna pfirozena ¢isla, kterd nejsou délitelna de-

seti a kterd ve svém dekadickém zapisu maji nékde vedle sebe dvé

nuly, po jejichZ vySkrtnuti se ptivodni ¢islo 89krat zmensi.
(Jaromir Simsa)



