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ROZDELENT CTYRUHELNIKU NA CTYRI
CASTI STEJNEHO OBSAHU

JINDRICH BEEVAR, VLASTIMIL DLAB

V tomto prispévku se opét jedna o dokonalé porozumént elemen-
tarni matematice, jak je zavedla Liping Ma ve své knize [6]. Tento
¢lanek volné navazuje na prace [1], [2] a [3].

Nasledujici priklad miZe vzbudit pozornost studentii. Diskuse
o tom, jak ulohu fesit, mohou byt pro né velmi motivujici.

Problém dédictvi. Ctyfi sourozenci zdédili velky stavebni
pozemek ve tvaru konvexniho ¢tyruhelniku. Dohodli se, Ze si jej
rozdéli na ¢étyfi Ctyruhelniky, a to tak, aby dvé strany kazdého
z nich byly uréeny jednim z vrchold ptvodniho ¢tyfihelniku a ptli-
cimi body sousednich stran. Samoziejmou podminkou je, aby ¢tyfti
vzniklé ¢tyrthelniky mély stejny obsah.

Otazky.
1. Existuje takové feSeni?
2. JestliZe reSeni existuje, je jediné?

3. Jestlize reSeni existuje, naleznéte konstrukci pro rozdéleni po-
zemku!

Resime tedy nasledujici mate-
maticky problém: Je dan konvexni
¢tyriuhelnik ABCD s pulicimi body
K, L, M, N jednotlivych stran (viz
obr. 1). Mame nalézt takovy bod G,
aby CGtyfahelniky ANGM, BKGN,
CLGK a DM GL mély stejny obsah. 4
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Prvni feseni. Bylo by dobré védét, jak je velka ¢tvrtina Ctyi-
uhelniku ABCD. Rozdélme proto tento ¢tyfuhelnik thloprickou
BD na dva trojuhelniky a ozna¢me F jeji pilici bod. Vzpomenme,
ze kazdy trojuhelnik umime rozdélit na ¢tyfi trojuhelniky stej-
ného obsahu. Ctytuhelnik ABCD tak rozdélime na osm &asti (viz
obr. 2).

C

A N B
Obr. 2

Vsimnéme si dvou faktl. Za prvé: ¢tyruhelnik BKF'N a Ctyi-
uhelnik DM FL mé obsah rovny étvrtiné obsahu ¢étyfuhelniku
ABCD. Za druhé: obsah ¢tyfahelniku BKFN se rovnd souctu
obsahti trojuhelniku BK N a trojuhelniku K F'N, obsah ¢tytfuhel-
niku DM F'L se rovna souétu obsahi trojuhelniku DML a troja-
helniku M F'L.

V dalsim vyuzijeme nasledujici znamy fakt: dva trojiuhelniky se
stejnou zakladnou a stejnou vyskou maji stejny obsah. Pohybuje-li
se tedy bod Z po rovnobézce s uiseCkou XY, maji vSechny troju-
helniky XY Z stejny obsah.

Pro kazdy bod F* lezici na pfimce a prochézejici bodem F
a rovnobézné s useckou N K, a tedy s thloprickou AC, maji ¢tyr-
uhelniky BKF*N a DM F*L obsah rovny ¢tvrtiné obsahu ¢tyi-
thelniku ABCD (viz obr. 3).
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Stejnou uvahu mizeme nyni provést pro thlopticku AC a jeji
stted E. Pro kazdy bod E* na primce b prochézejici bodem E
a rovnobézné s uhloprickou BD ma ctyiuhelnik AN E*M a Ctyi-
uhelnik CLE* K obsah rovny ¢tvrtiné obsahu ¢tyfuhelniku ABCD.

Odtud plyne, Ze pro prusec¢ik G piimek a a b maji ¢tyiiahel-
niky ANGM, BKGN, CLGK a DMGL stejny obsah, ktery je
rovny ¢tvrting obsahu ¢tyruhelniku ABCD. Dostali jsme kladné
odpovédi na prvni a druhou otazku.

C

Obr. 3

Konstrukce. Stfedem F' uhlopticky BD vedeme rovnobézku
a s Uhloprickou AC, stfedem F thlopricky AC vedeme rovnobézku
b s thloptickou BD. Prisecik piimek a, b je hledanym bodem G
(viz obr. 3).

Jiné zdivodnéni. Pfetvofme znamym zpisobem ¢tyiuhelnik
ABCD na rovnoplochy trojuhelnik DB’C' (viz obr. 4).
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C

Obr. 4

Necht K’ je stiedem strany B’C. Usecka LK’ je stiedni prickou
trojihelniku DB’C, obsah trojihelniku CLK’ je tedy ¢tvrtinou
obsahu trojuhelniku DB’C, a tedy téz ¢tvrtinou obsahu ¢tyfihel-
niku ABCD. Trojuhelnik CLK' pfetvofime na rovnoplochy ¢tyi-
thelnik CLG K, bude-li bod G lezet na rovnobézce b s iseCkou LK
(tj. s uhlopfi¢kou BD), kterd vede bodem K’. Vede téz stftedem E
uhlopticky AC (stejnolehlost se sttedem C).

Pfetvofime-li obdobnym zpiisobem ¢tyruhelnik ABC D na rov-
noplochy trojihelnik ABC’ (bod C’ lezi na pfimce BC') a uvazuje-
me-li stted K" strany BC’, pak mé trojuhelnik BN K" obsah
rovny jedné ¢tvrtiné étyfiuhelniku ABC D. Hledany bod G lezi na
rovnobéZzce a s thlopiickou AC, kterd vede bodem K. Vede téz
stfedem F' tuhlopfi¢ky BD.
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Druhé feSeni. Ulohu miZeme rovnéz fesit porovnavanim ob-
sahli sousednich ¢tyrahelniki (viz obr. 5). Zjistime, Ze geomet-
rickym mistem bodd Z, pro néz se obsahy ¢tyfuhelniki AN ZM
a BKZN rovnaji, je polopfimka [ rovnobézna s useckou NU,
kde U je stfedem tusecky KM, vychazejici z bodu X na hrané
AB, ktery je uréen podminkou

d(X,A) d(K,AB)

d(N,A) ~ d(U, AB)’

C

pritom symbolem d(x,*) znacime vzdalenost dvou bodi, resp.
vzdalenost bodu od pfimky. Toto tvrzeni snadno ovéfime uzitim
analytické geometrie: jestliZze poloZime

A=10,0], B=1[2d,0], C=1[2p,2q], D =|[2m,2n],
potom
K =[p+d,q, M = [m,n],

[p+d+m q+n], X=[2dq O].

U b )
2 2 n+q
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Smérnice poloptimky [ je

Reg
p—d+m’

Provedeme-li obdobné porovnani obsahti ¢tyifuhelniki BK ZN
a CLZK, ziskdme bod Y a polopfimku k. Hledany bod G je pri-
se¢ikem poloptimek [ a k.

Synteticky komentar. Nasledujicim postupem lze pomérné
snadno ukazat, Ze vSechny body vysSe uvedené polopiimky [ maji
pozadovanou vlastnost (viz obr. 6). Bod X zvolme na strané AB
tak, aby byly obsahy trojihelniki AXM a BX K stejné. Oznaci-
me-li vpr, vy, v po fadé vzdalenosti bodi M, U, K od piimky AB,
je

AX-’UMZBX-’UK=(AB—AX)-’UKI(ZAN—AX)-’UK.

C
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Odtud
AX(vm +vk) = 2AN - vk,

neboli
AX"UU:AN-’UK,

coz je vysSe uvedeny vztah urcujici polohu bodu X na strané AB.

Odtud
B AN vk 2dq

AX

vy n+q

Necht je Z bodem rovnobézky [ s pfimkou NU vedené bo-
dem X. Oznacme e vzdalenost bodu K od pfimky NU (stejna je
vzdalenost bodu M od pfimky NU) a f vzdalenost poloprfimky !
a pfimky NU. Obsah ¢tyfuhelniku BNZK je o obsahy trojuhel-
niki ZXK a ZX N vétsi nez obsah trojuhelniku X BK; je tedy
vétsio ZX -e.

Obsah ¢tyituhelniku AN Z M ziskame tak, ze pricteme k obsahu
trojuhelniku AX M obsah trojihelniku X ZM a odecteme obsah
trojahelniku ZX N; pfi¢teme tedy ZX - (e+ f) a odecteme ZX - f.
Ctytahelniky BNZK a ANZM tedy maji stejny obsah.

Podobnym zplsobem lze ukazat, Ze body nelezici na polo-
primce [ uvedenou vlastnost nemaji.

Poznamka. Zatimco pfi prvnim feseni jsme ziskali bod G jako
prusecik rovnobézek s ihlopfickami ctyruhelniku ABCD, pfi dru-
hém feSeni je bod G prisecikem rovnobézek se stfednimi prickami
tohoto ¢tyruhelniku.

Treti Feseni. K nalezeni bodu G opét pouzijeme analytickou
geometrii. Ponechme oznaceni souradnic bodi z predchoziho fe-
seni. Pouzijeme-li pro obsah S ¢tyrtuhelniku, jehoz vrcholy maji
soufadnice

[5171,3/1], [$2,y2]’ [x3ay3]a [$4,y4],
Znamy vzorec

Ty —I3 T2 — T4

1
S=~-.
2 Y1 — Y3 Y2 — Y4
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obdrzime po chvili poditdni porovndnim obsahi ¢tyriahelnikid
ANZM, BKZN, CLZK a DMZL pro soufadnice [z,y] bodu
Z tii linearni rovnice, které jsou ekvivalentni nasledujici soustavé
dvou rovnic:

(n+q)z + (d—m —p)y = 2dg,
nr + (d—m)y = dq+pn—qm.

VyreSenim této soustavy rovnic ziskame jednoznac¢né urcené sou-
fadnice hledaného bodu G:

2dpn 2dgn ] .

G=[+m+d— 5 +n—
4 qd — gqm + pn I qd — gm + pn

Poznamenejme, Ze dikladné porozuméni elementdrni matema-
tice bude pfedmétem ¢lanku [4] a [5].
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