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ROZDĚLENí ČTYŘÚHELNíKU NA ČTYŘI

ČASTl STEJNÉHO OBSAHU

JINDŘICH BEČVÁŘ , V LASTIMIL DLAB

V tomto příspěvku se opět jedná o dokonalé porozumění elemen­
tární matematice, jak je zavedla Liping Ma ve své knize [6] . Tento
článek volně navazuje na práce [1], [2] a [3].

Následující příklad může vzbudit pozornost studentů. Diskuse
o tom, jak úlohu řešit, mohou být pro ně velmi motivující.

Problém dědictví. Čtyři sourozenci zdědili velký stavební
pozemek ve tvaru konvexního čtyřúhelníku. Dohodli se, že si jej
rozdělí na čtyři čtyřúhelníky, a to tak, aby dvě strany každého
z nich byly určeny jedním z vrcholů původního čtyřúhelníku a půlí­

cími body sousedních stran. Samozřejmoupodmínkou je , aby čtyři

vzniklé čtyřúhelníky měly stejný obsah.

Otázky.

1. Existuje takové řešení?

2. Jestliže řešení existuje, je jediné?

3. Jestliže řešení existuje, nalezněte konstrukci pro rozdělení po­
zemku!

M

Řešíme tedy následující mate­
matický problém: Je dán konvexní
čtyřúhelník ABCD s půlícími body
K, L, M, N jednotlivých stran (viz
obr. 1). Máme nalézt takový bod G,
aby čtyřúhelníky ANGM, BKGN,
CLGK a DMGL měly stejný obsah. A

D

L

?G?

N

Obr. 1

c

K

B



214 JINDŘICH BEČVÁŘ, VLASTIMIL DLAB

C

První řešení. Bylo by dobré vědět, jak je velká čtvrtina čtyř­

úhelníku ABCD. Rozdělme proto tento čtyřúhelník úhlopříčkou

BD na dva trojúhelníky a označme F její půlící bod. Vzpomeňme,
že každý trojúhelník umíme rozdělit na čtyři trojúhelníky stej­
ného obsahu. Čtyřúhelník ABCD tak rozdělímena osm částí (viz
obr. 2).

D

A

M...------------,~

N

Obr. 2

K

B

Všimněme si dvou faktů. Za prvé: čtyřúhelník BI<F N a čtyř­

úhelník DMFL má obsah rovný čtvrtině obsahu čtyřúhelníku

ABCD. Za druhé: obsah čtyřúhelníku BKFN se rovná součtu

obsahů trojúhelníku BI<N a trojúhelníku KFN, obsah čtyřúhel­

níku DNIFL se rovná součtu obsahů trojúhelníku DML a trojú­
helníku M FL.

V dalším využijeme následující známý fakt: dva trojúhelníky se
stejnou základnou a stejnou výškou mají stejný obsah. Pohybuje-li
se tedy bod Z po rovnoběžce s úsečkou XY , mají všechny trojú­
helníky XYZ stejný obsah.

Pro každý bod F* ležící na přímce a procházející bodem F
a rovnoběžné s úsečkou NK, a tedy s úhlopříčkou AC, mají čtyř­

úhelníky BI<F* N a DMF* L obsah rovný čtvrtině obsahu čtyř­

úhelníku ABCD (viz obr. 3).
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Stejnou úvahu můžeme nyní provést pro úhlopříčku AC a její
střed E. Pro každý bod E* na přímce b procházející bo dem E
a rovnoběžné s úhlopříčkou BD má čtyřúhelník AN E* lVI a čtyř­

úhelník CLE* K obsah rovný čtvrtiněobsahu čtyřúhelníku ABCD.
Odtud plyne, že pro průsečík G přímek a a b mají čtyřúhel­

níky ANGlvI, BKGN, CLGK a DMGL stejný obsah, kt erý je
rovný čtvrtině obsahu čtyřúhelníkuABCD. Dos t ali jsme kladné
odpovědi na první a druhou otázku.
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Obr. 3

Konstrukce. Středem F úhlopříčky BD vedeme rovnoběžku

a s úhlopříčkou AC, středemE úhlopříčky AC vedeme rovnoběžku

b s úhlopříčkou BD. Průsečík přímek a, b je hledaným bodem G
(viz obr. 3).

Jiné zdůvodnění.Přetvořmeznámým způsobemčtyřúhelník

ABCD na rovnoplochý trojúhelník DB'C (viz obr. 4).
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Obr. 4

Nechť K' je středem strany B'C. ÚsečkaL1(' je střední příčkou

trojúhelníku DB'C, obsah trojúhelníku CLK' je tedy čtvrtinou

obsahu trojúhelníku DB'C, a tedy též čtvrtinou obsahu čtyřúhel­

níku ABCD. Trojúhelník CLK' přetvořímena rovnoplochý čtyř­

úhelník CLGK, bude-li bod G ležet na rovnoběžceb s úsečkou LK
(tj. s úhlopříčkou BD), která vede bodem K'. Vede též středem E
úhlopříčky AC (stejnolehlost se středem C).

Přetvoříme-li obdobným způsobemčtyřúhelníkABCD na rov­
noplochý trojúhelník ABC' (bod C' leží na přímceBC) a uvažuje­
me-li střed K" strany BC', pak má trojúhelník BN1{" obsah
rovný jedné čtvrtině čtyřúhelníkuABCD. Hledaný bod G leží na
rovnoběžce a s úhlopříčkou AC, která vede bodem K". Vede též
středem F úhlopříčky B D.
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Druhé řešení. Úlohu můžeme rovněž řešit porovnáváním ob­
sahů sousedních čtyřúhelníků (viz obr. 5). Zjistíme, že geomet­
rickým místem bodů Z, pro něž se obsahy čtyřúhelníků ANZM
a BKZN rovnají, je polopřímka l rovnoběžná s úsečkou NU,
kde U je středem úsečky KM, vycházející z bodu X na hraně

AB, který je určen podmínkou

d(X, A) _ d(K, AB).
d(N, A) d(U, AB) ,

c

Bx

l

N

Obr. 5
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přitom symbolem d(*, *) značíme vzdálenost dvou bodů, resp.
vzdálenost bodu od přímky. Toto tvrzení snadno ověříme užitím
analytické geometrie: jestliže položíme

A = [O, O], B = [2d, O], C = [2p,2q], D = [2m,2n],

potom
K = [p + d, q],

U = [p + d + m q+ n]
2 '2 '

M = [m,n],

X = [ 2dq ,O].
n+q



218 JINDŘICH BEČVÁŘ, VLASTIMIL DLAB

Směrnice polopřímky l je

n+q
p-d+m'

Provedeme-li obdobně porovnání obsahů čtyřúhelníkůBKZN
a CLZK, získáme bod Y a polopřímku k. Hledaný bod G je prů­

sečíkem polopřímek lak.

Syntetický komentář. Následujícím postupem lze poměrně

snadno ukázat, že všechny body výše uvedené polopřímky l mají
požadovanou vlastnost (viz obr. 6). Bod X zvolme na straně AB
tak, aby byly obsahy trojúhelníkůAXM a BX]< stejné. Označí­

me-li vM, VU, V K po řadě vzdálenosti bodů M, U, K od přímkyAB,
je

AX . VM == EX . VK == (AB - AX) . VI( == (2AN - AX) . VI(.

C
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!vl
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N

Obr. 6

x B
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Odtud
AX(VM + VK) == 2AN . VJ{,

neboli
AX . vu == AN . vK,

což je výše uvedený vztah určující polohu bodu X na straně AB.
Odtud

AX == AN . VK == 2dq .
vu n+q

Nechť je Z bodem rovnoběžky l s přímkou NU vedené bo­
dem X. Označme e vzdálenost bodu K od přímky NU (stejná je
vzdálenost bodu M od přímky NU) a f vzdálenost polopřímky l
a přímky NU. Obsah čtyřúhelníkuBNZK je o obsahy trojúhel­
níků ZX K a ZX N větší než obsah trojúhelníku X BK; je tedy
větší o ZX . e.

Obsah čtyřúhelníkuANZ M získáme tak, že přičteme k obsahu
trojúhelníku AXM obsah trojúhelníku X ZM a odečteme obsah
trojúhelníku ZXN; přičteme tedy ZX· (e+ f) a odečteme ZX· f.
ČtyřúhelníkyBNZK a ANZNJ tedy mají stejný obsah.

Podobným způsobem lze ukázat, že body neležící na polo­
přímce l uvedenou vlastnost nemají.

Poznámka. Zatímco při prvním řešení jsme získali bod G jako
průsečík rovnoběžeks úhlopříčkami čtyřúhelníku ABCD, při dru­
hém řešení je bod G průsečíkem rovnoběžek se středními příčkami

tohoto čtyřúhelníku.

Třetí řešenÍ. K nalezení bodu G opět použijeme analytickou
geometrii. Ponechme označení souřadnic bodů z předchozího ře­

šení. Použijeme-li pro obsah S čtyřúhelníku, jehož vrcholy mají
souřadnice

známý vzorec

1 Xl - x3 X2 - X4S == -.
2 YI - Y3 Y2 - Y4
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obdržíme po chvíli počítání porovnarum obsahů čtyřúhelníků

ANZM , BI<ZN, CLZK a DIv/ZL pro souřadnice [x, y] bodu
Z tři lineární rovnice, které jsou ekvivalentní následující soustavě

dvou rovnic:

(n + q)x + (d - m - p)y = 2dq,
n x + (d-m)y = dq+pn -qm.

Vyřešením této soustavy rovnic získáme jednoznačně určené sou­
řadnice hledaného bodu G:

[
2dpn

G= p +m +d - d 'q - qm + pn
2dqn ]q +n - .

qd - qm + pn

Poznamenejme, že důkladné porozumění elementární matema­
tice bude předmětem článků [4] a [5].
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