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DUKLADNE POROZUMENI ELEMENTARNI
MATEMATICE

VLASTIMIL DLAB

Tento ¢lanek volné navazuje na mij prispévek [4] pfedneseny na
Setkdni uciteli matematiky vsech typi a stuprii skol v Srni v listo-
padu 2008. Reaguji v ném na zajem, ktery miij pfispévek vyvolal,
a na nékteré dotazy, které byly v Srni poloZeny. Pfedpokladam,
Ze bude zajimavy i pro Ctenéare Casopisu Uditel matematiky.

R4ad bych na konkrétnich prikladech objasnil pojem diklad-
neho porozuméni elementdrni matematice, ktery zavedla Liping
Ma ve své knize [7]. Ve sbornicich pfedchozich setkani matematiki
vSech typl a stupni Skol nalezneme hojné prilezitosti ukazat, ze
autor ¢i autorka svij prispévek plné nevyuzili k tomu, aby pfislus-
nou latku hloubéji objasnili. Myslim, Ze kdyZ na tento nedostatek
upozornim a naznaéim na konkrétnich ptikladech napravu, bude
pojem dukladného porozuméni nejlépe vysvétlen. Znovu zdiraz-
nuji - tak, jak jsem se snazil tento pristup podtrhnout ve svém
abstraktu [4, str. 101] — Ze diikladné porozuméni pojmim je zcela
nezbytné, chceme-li matematiku uéinit pro studenty pfitazlivou.
Jenom tak lze s plnym sebevédomim vyvolavat se studenty dia-
log, diskusi, v niZ jsme schopni zodpovédét vSechny jejich dotazy
a ukojit jejich zvidavost. Pravym opakem je potlacovani diskuse
a ztélesiovani matematiky s neprekonatelnymi prekazkami, coz je
opravnéneé kritizovano.

Vybral jsem t¥i Glohy ze sborniku Ani jeden matematicky
talent nazmar (Hradec Kralové, 2005), abych ukazal, v ¢em spo-
¢iva dikladné porozuméni danému piikladu, a jak i pomérné jed-
noduché tloha miZe vést k zajimavym disledkim.

Prvni Gloha se tyka vztahu mezi obsahy ¢tverci sestrojenymi
nad stranami libovolného trojihelniku a obsahy ¢tverctli sestroje-
nymi nad stranami pfidruZenych trojihelnikl. Jedna se o situaci,
kterd je zndzornéna na nasledujicim obrazku 1:
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Dokazte, Ze

OBSAH, + OBSAH, + OBSAH; =
== X (AREA1 + ARFE A, + AREA3)

Ano, pouziti kosinové véty vede k cili. Je to vSak trochu jako
vzeti kanénu na zajicka. Navic to bohuzel ponechava vysledek jako
izolovanou zahadu a nevysvétluje podstatu problému. Je to feseni,
které radi kritizujeme. Opét pouziti néjakého vzorce! Biflovani!
A véfim, Ze tém z nas, kdo jsme byli vychovavani a zkouSeni
z predvadéni vzorecki, je tézké si odvykat a nenechat se svést ...

Podstatou celé tlohy je znamy vztah u? 4+ v? = 2(a® + b?)
mezi stranami a, b daného rovnobézniku a jeho ulopfickami u, v
[viz Addendum na konci ¢lanku|. Ten si jisté pamatujeme (nebo
bezprostifedné odvodime) pomoci séitani vektorti ¢i komplexnich
Cisel (viz obr. 2):
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Obr. 2
Necht
a=aj +ast, b=>b; + bat,

a=|a], b=|b|, u=|a+b|, v=|a—Db|.

Potom

u? +v? = ad + bb + ab + ba + aa + bb — ab — ba = 2(a® + b?).

Nyni se podivejme na centralni ¢ast vySe uvedeného obrazku 1:
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Strany trojuhelniku ABC oznaéime a = BC,b= CA, c= AB.
Uvazujme ¢tverec CBAgA; nad stranou a a ¢tverec ACByB; nad
stranou b. Okamzité vidime, Ze rovnobézniky ADBC a CA,D; By
jsou shodné. Hledame vztah mezi délkou strany c a délkou usecky
c1 = A1 By. JelikoZ ¢ a ¢; jsou thlopfi¢kami v na§em rovnobézniku
(ktery ma strany a a b), dostavame

¢ =2(a? +b%) - 2. (%)
Uzitim symetrie dostavame téz
b? = 2(c? + a?) — b? a a3 =20%+c%) —-a’
Sectenim téchto tfi rovnosti ziskdme rovnost
af + b3 +cf = 3(a® +b* + ).

Pfipojme jeSté nasledujici pozndmku. Z obrazce miizeme vydist
celou fadu vztahi. Napf. délka téznice tc = CS v trojuhelniku
ABC spliiuje vztah

2 = 1(a® + 1) — L%

Proto pro téznice trojuhelniku plati vztah
th +t5 +th = 3(a® +b% + ).

VyuZijme tohoto prikladu k ilustraci rekurzivniho procesu, a
tim k plnému porozuméni dané konstrukci a zaroven k ukazce,
jak spolu souviseji navenek zcela odlisné pojmy (zde vidime vztah
k posloupnosti Fibonacciho).

Uvodni konstrukce (prvni dvé trojice étvercil) je prvnim kro-
kem v rekurzivnim vytvareni dalsich trojic ¢tverci, jak naznacuje
obrézek.

JestliZe oznafime strany étverclt v m-tém kroku (an,bn,cn),
tj. polozime

a1 = B1Cy, b1 = C1 4o, c1 = A1 B,
az = AzA,, by = B3 By, cy = C3C,
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atd., snadno uvidime, Ze ¢tverce s ,lichymi“ stranami azx41, bok+1,
C2k+1 jsou ,rovnobézné“ se Ctverci se stranami ai, by, ¢; a Ze
¢tverce se ,sudymi“ stranami asg, b2k, Cox jsou ,rovnobézné“ se
¢tverci nad danym trojuhelnikem (tedy se stranami a, b, ¢). Pozna-
menejme jeSté, Ze strany (an, bn,c,) tvori (po identifikaci prislus-
nych vrcholi ¢tverclt) trojihelnik, ktery ma strany rovnobézné
se zadanym trojihelnikem ABC (pro sudé n), nebo ma strany
kolmé na téznice t4, tg, tc trojuhelniku ABC. Vypocet téchto
stran je tedy rekurzivné velmi snadny uzitim vztahu (*) pro pfi-
slusny trojihelnik. Tak napf. a; = a + a., kde a. spliiuje vztah
(x) pro trojuhelnik o stranach a;, b, ¢;. Tedy

a; =2(b +¢f) —af =
= 2[2(a? + c?) — b% + 2(a® + b?) — %] — 2(b* + ¢?) + a* = 9a?,
a proto az = a + 3a = 4a, tj.
(az,bs,c2) = (a,b,c) +3 - (a,b,c) =4-(a,b,c).

Podobné a3 = aj + a«x, kde a.. splituje vztah () pro troj-
thelnik o stranach ag, bs, co. Tedy

a2, = 2(16b% + 16¢?) — 16a = 16[2(b* + ¢*) — a?] = 16af,
a proto a3z = a; + 4a; = day, tj.
(a3,b3,C3) = (a17b17c1) + 4. (alablacl) = (a'l)blvcl)'
Stejnym postupem nalezneme
((L4, b4, C4) = (az,b2,62) +5- o (a,b,c) = 19. (a, b, C),
(as,bs,cs) = (a3, bs,c3) + 19 (a1,b1,c1) = 24-(a1,b1,c1),
c4)
)

(as, bs, cg) = (a4, bq,cq) +24-3-(a,b,c) = 91-(a,b,c),
(a7,b7,07) = (as,b5,05 +91. (al,bl,cl) = 115" (al,bl,cl) atd.
Dostévame tedy (uzitim indukce) posloupnosti {ux; k& > 1} a

{vk; k > 1} pfirozenych ¢isel, kterd urcuji rist stran ¢tverca
a ktera jsou definovana nésledujicim zpisobem:



174 VLASTIMIL DLAB

Je-li n = 2k, poloZzme (an, bn,cn) = ui(a,b,c), je-lin =2k +1,
polozme (an, bn,cn) = vi(a, b, c1), pficemz

Uk = Ug—1 + 3Vk—1, Vg =Uk—-1 +4Vk—1 a ug=1vg = 1.
Posloupnost (ug, vo, u1,v1, ... ), tj.
(1, 1, 4, 5, 19, 24, 91, 115, 436, 551, 2089, 2640,...),

je velmi blizka posloupnosti Fibonacciho ¢isel. P¥ipometime pouze,
ze Fibonacciho posloupnost (uo,vo,u1,v1,...) je definovana ob-
dobnym indukénim vztahem

Uk = Ug—1 + Vk—1, Uk = Uk—1+ 2Vk—1, Up=vp = 1.

Pro ilustraci zvolme délky stran ptivodniho trojahelniku v/5, v/8, 3.
Potom obsahy jednotlivych ¢tvercli jsou uvedeny v nasledujicim
obréazku 4.

90792 = 242 x 17

16 704 = 242 x 29
11520 = 242 x 20

[ e pap——"
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Obratme nyni pozornost k iloze &islo 2. Jakou &ast obsahu
daného ¢tyftuhelniku zaujima &tyfahelnik MNPQ, kde AM =
= MN = NB a DQ = QP = PC? Viz obr. 5.

C
P

Obr. 5

Vysvétleni, v ¢em tato iloha spocivi, lze vycist z nasledujiciho
obrazku:

Body Ai,...,A;_1,As, ..., An_o,A,_1 déli stranu A,A, da-
ného ¢tyruhelniku A, AgB, By na n rovnych dilid. Podobné body
By,By,...,By_1,By,..., Bh_2, B,_1 déli stranu BygB,, na n rov-
nych dili. Matematickou indukci snadno dokazeme, Ze obsah étyt-
thelniku A;A;_1B;B;_1 je pro kazdé 1 <t < n rovny % obsahu
¢tyriahelniku A, Ao B, By.

Pro n = 1 je tvrzeni zjevné, ¢tyithelnik se nedéli na zadné
¢asti. Pro n = 2 je na protilehlych stranach ¢tyriahelniku vzdy jen
jediny délici bod A;, resp. B;. Obsah ¢tyfuhelniku A2 A; By By,
resp. A1AyB1By je zfejmé roven poloviné obsahu c¢tyithelniku
AQAQ.BOB2.

Predpokladejme déle, Ze tvrzeni plati pro n — 1 a dokazme je
pro n. Viz obr. 6.
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An An——l An——2 At At—l Al AO

Obr. 6

Snadno vidime, Ze obsah trojihelniku A,A,_1By je roven +
obsahu trojuhelniku A,, AgBy a Ze obsah trojuhelniku B, B, 1Ay
je roven % obsahu trojuhelniku B, ByAg, tj. obsah ¢tyrfihelniku
Ap_1A9B,-1By je roven %:—1 obsahu étyfuhelniku A,, AgB,By.
Ale obsah ¢tytuhelniku A;A;—1 By B;—1 je podle indukéniho pred-
pokladu roven ﬁ obsahu ¢tyfuhelniku A, 1 AgBy-1Bo, a dostéa-
vame pozadované tvrzeni.

Poznamka. Plivodni formulace tlohy ¢. 2 je zavadéjici, ne-
bot zakryva cestu k obecnému tvrzeni. Ulohu je totiZz mozno Fesit
napf. takto. Rozdélime dany ¢tyituhelnik na Sest trojuhelniki, je-
jichz obsahy tvofi dvé aritmetické posloupnosti Py, P, P3 a @,
Q2, Qs, jak ukazuje obrazek 7 (délky vysek v kazdé trojici troju-
helnik se shodnymi podstavami tvofi aritmetické posloupnosti).
Proto je P> + Q2 tfetinou obsahu celého ¢tytuhelniku.
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Nakonec se podivejme na tlohu é&islo 3.
Jakou €ast obsahu rovnostranného trojihelniku ABC zaujima
trojihelnik UVW, kde

AAl = %AB, BBl = %BC a CCl = %CA?
C

Cy

B,

A A B
Obr. 8

Pravé tato tloha zasluhuje vysvétleni, nebot pfedpoklad, Ze
trojuhelnik m4 byt rovnostranny, je zcela zbyte¢ny. Patfi¢né tvr-
zeni ma byt formulovano takto:

Necht ABC je libovolny trojihelnik. Necht délka tsecky AA,
je % délky strany AB, délka useCky BB; je % délky strany BC
a délka tsecky CC; je L délky strany CA. Potom obsah troju-

n

helniku UVW je roven n—%—‘f—Lj:l obsahu trojihelniku ABC'. Viz
obr. 8.

Nacrt feseni: Uzitim podobnosti trojuhelniki vypocteme, zZe
vyska trojuhelniku AA; U spusténa z bodu U je rovna Fﬁ—_1n'+—1 Vys-
ky trojihelniku ABC spusténé z bodu C, a tedy obsah S(AAA,U)

trojuhelniku AA;U je mg_l_—,,{m obsahu trojuhelniku ABC. Uzi-

tim symetrie zjistime, Ze stejny obsah maji trojihelniky BB,V
a CC1W. Proto je obsah kazdého z ¢tytfiuhelniki Ay BVU, BiCWV
a C1AUW roven

1 2 n®—n-—1

n nm2—n+1) nn2-n+l)
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obsahu trojahelniku ABC, a tedy obsah S(AUVW) je roven

3n—1) _ (n—2)?

1— —
n—-n+l1 n2-n+1

obsahu trojuhelniku ABC'. Pro malé hodnoty n dochazime k tém-
to vysledkim:

n=1 S(AUVW)= S(AABC),

S(AUVW) = 0,

S(AUVW) = 1 S(AABC),
S(AUVW) = & S(AABC),
S(AUVW) = 2 S(AABC),
S(AUVW) = 18 S(AABC),
S(AUVW) = 2 S(AABC),

=8 S(AUVW) =12 S(AABC) atd.

Ciselné je zajimava tloha (viz [3]) tykajici se obr. 9: Jaky je

obsah Sestitthelniku v porovnani s obsahem trojuhelniku?

Obr. 9
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Zde jsou samoziejmé dany tyto podminky:
ACl = 0102 — CzB, BA1 = A1A2 — AgC, CBI = Ble — B2A

Odpovéd’ zni zcela piekvapivé: 11—0!

Pomeéry obsahti jednotlivych &asti trojihelniku jsou dany ob-
razkem 10:

Obr. 10

Tato uloha je samoziejmé specialnim pripadem tlohy urcit ob-
sah Sestitthelniku, ktery dostaneme obdobnym zpisobem, rozdé-
lime-li kazdou stranu daného trojuhelniku na lichy pocet 2n + 1
stejné dlouhych useki; zde dostaneme pozadovany Sestitihelnik
prunikem ,centralnich“ trojihelnikid (jejichz obsah je roven 2n1+1
obsahu celého trojihelniku). Odpovéd i v této obecnosti je pre-

kvapiva:

Obsah daného trojuhelniku = (3";r 2) x obsah Sestitihelniku.

Jak budete formulovat tuto ulohu, kdyZ rozdélite strany troj-
tihelniku na sudy pocet stejné dlouhych useki?
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Addendum.

Dtvodem pro tento dodatek je to, Ze jsem zaslechl hlasy, ze
uziti véty kosinové (tedy spravné véty Al-Kashiho (1390-1450)) je
ten nejlepsi, nejprijatelnéjsi, a tedy nejelementarnéjsi zptlisob, jak
resit tlohu déislo 1.

Znovu tvrdim, Ze spravny (a z hlediska dikladného porozu-
méni tloze velmi rozumny) pristup je uziti nasledujici varianty
(zdanlivého zobecnéni) Pythagorovy véty:

Oznacime-li © a v Ghlopfiéky rovnobézniku o stranach
a a b, potom '

u? +v? =2(a® + b?).

V predchozim textu jsem nacrtl odvozeni tohoto vztahu po-
moci komplexnich éisel. To nebylo nutné, chtél jsem zdtraznit
»jednotu matematiky“, tj. ukdzat matematiku jako jednotnou ob-
last s mnozstvim spolu tésné souvisejicich disciplin. Zakon o rov-
nobézniku je uveden napi. v [1] na str. 364.

Pythagorova véta je specidlnim pripadem vySe uvedeného tvr-
zeni, kdyZ je rovnobé&Znik obdélnikem (tj. kdyz u = v):

Uhlopri¢ka u obdélniku o stranich a a b spliiuje vztah

u? = a? + b2,

Obdobné lze pomoci tohoto tvrzeni (tfikrat pouzitého) odvo-
dit ,,obecny“ vztah. Stac¢i na¢rtnout nasledujici obrazek 11:

Obr. 11

Polozime-li AB = a, BC =b, AC=u, BD =v, AA; = BB; = s
a CB; = h, je

u? = (a+s)® + h?, v? = (a — s)% + h?



DUKLADNE POROZUMEN{ ELEMENTARNf MATEMATICE 181

a seCtenim ziskame
u? +v? = 2a% 4 2(s? + h?) = 2(a? + b?).

Toto je rozhodné latka patfici do zdkladnich $kol na rozdil od
vty kosinové, kterd i v té nejjednodussi formulaci (uZitim kom-
plexnich ¢isel)

121 + 22| = |21|* + |22)® + 2Re(2172),
kde .
2Re(2173) = z21%Z3 + Z122 = 2|21||22| cos X (z122),

predpoklada hlubsi znalosti.

Uzitim tohoto jednoduchého tvrzeni potom konstruujeme po-
sloupnost trojic étverci, jejichZz strany jsou dany celoéiselnymi
vektory z, = (a@n,bn,cn). Strany pocateéniho trojihelniku jsou
dany vektorem zg = (a, b, c) a strany prvné zkqnstruované trojice
¢tverct vektorem z; = (aj,b1,c¢1), kde

a1 =2(0% +¢c?) —a?, b2 =2(a?+c?) - b%, 1% = 2(a?+b%) -2,
Dale je
Zo = 4Z0, Zz3 = 5Z1, Z4 = 19Z0, Zy5 = 2421, Zzg = 91Z0, o 0]

takZe soucty obsahii jednotlivych trojic ¢tvercl jsou postupné

So=a2+b2+02 = A,
Si=a2+b+c] = 3A,
Sy = 42A = 16A,
83 =52.3A = 754,
Sy =192A = 361A,
Ss = 24% . 3A = 1728A,
S = 912A = 8281A atd.

Obecné, pro kazdé k > 1, je
Zox = C2kZ0 A Z2k+1 = C2k+121,
kde
Cok = Cok—2 +3C2k—1 @ Cogt+1 = Cok—2 + 4C2k—1,

pfidem? co = ¢; = 1. Proto Sax = ¢4 A a Sakt1 = 3¢5, A



182 VLASTIMIL DLAB

Dokonalému porozuméni elementarni matematice budou déle
vénovany ¢lanky [2], [5] a [6].
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