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PRIMKA, KTEROU HLEDATE (3)

LADISLAV BERAN, MILAN TRCH

V pfedchozim ¢lanku [2, Véta 1] jsme ukézali, Ze pfimka o rov-
nici y = kx + ¢ je minimalni pfimkou bodt

[al, bl]a [0.2, bZ]v Tty [a'n) b'n],

pravé kdyz k a q jsou feSenim soustavy

Ak+ng=B (1)
Ck+ Aq = D,

kde

A:=a1+ax+ -+an, B:=by+ba+---+ by,
C’:=a%+a§+---+afvD:=a1b1+a2b2+---+anbn,

Tento vysledek jsme vyvodili za predpokladu, Ze
n>2 (2)

a ze
alespon dvé z ¢isel a1, aq, -+, a, se sobé nerovnaji. (3)
Pravé uvedeny poznatek nyni doplnime.

Véta 1. Pri predpokladech (2) a (3) md soustava (1) pravé jedno
reSent
nD — AB _ BC-AD

k= Y a=mT o )

T nC — A2

Dukaz: Prvni rovnici soustavy (1) vynasobme &islem — A, druhou
¢islem n a oba vztahy seCtéme. Potom prvni rovnici vynasobme
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¢islem C a druhou ¢islem —A a ziskané seétéme. Pro pohodli ¢te-
nafe uvedme obvykly odpovidajici zapis téchto tiprav:
Ak+nqg=B |-(-A) |-C
Ck+Agq=D |-n |- (—A)
Ziskavame tak nejprve
k(nC — A%>) =nD — AB
a pak také
g(nC — A%) = BC — AD.

Vzhledem k tomu, Ze nC — A? # 0 podle [1, Véta 1], dostavame

pro k a ¢ udané vyrazy. Dosazenim se snadno presvédcéime, Ze

spliuji soustavu (1). O
Pravé uvedeny poznatek nyni doplnime.

Véta 2. Pri predpokladech (2) a (3) pro libovolné zadané body
[a1,b1], [az,b2], - -, [an, bn] existuje prdvé jedna jejich minimadlni
primka.

Dukaz: Platnost vyroku véty 2 je bezprostfednim dtisledkem |1,

Véta 1] a véty 1. a
Burke a Hodgson (3, str. 103] nazyvaji centroidem bodt [a1, b1],
[az,b2], - -+, [an, by] bod [a,b], kde
_ _a+ax+---+a, A = bi+by+---+b, B
Q. = =— & b:= = —
n n n n

Ve zminéném ¢lanku ukazuji, Ze centroid lezi na minimalni pfimce.
Pro tento vysledek uvedeme velmi kratky alternativni dikaz.
Nadto pfirozenym zpiisobem zavedeme tzv. pridruZeny centroid
[@, b], a to takto: Je-li A = 0, definujeme
. C- B D
a:=—,bi=—+ —.
n n o n

Je-li A # 0, definujeme
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Véta 3. Pri predpokladech (2) a (3) leZl centroid i pridruZeny
centroid na minimdlnt piimce bodi (a1, bi1], [az,b2], -+, [an,bn).

Diikaz: Podle (1) je £ = k4 + g, coz ¥ikd, Ze centroid [2, £] lezi
na minimalni pfimce pin.
Je-li A # 0, plyne z (1), e 2 = kS + ¢, odkud vidime Ze
pfdruZeny centroid [ o A] lezi na prin.
Je-lliA=0,jedle(1)g=L2ak=2L Totkd, zey=Za+L2
je rovnici minimalni pfimky. Pritom

Cn mnn”

D ¢ B B D
n o n

ukazuje, Ze pfidruZeny centroid [C, . ] lezi na pmin- O

Véta 4. Pri predpokladech (2) a (3) jsou pfi zadanych bodech

(@1, b1], [az2,b2], -+, [an,bn] centroid a pFidruZeny centroid dva

ruzné body uréujici jednoznacné minimdlni primku.

Dukaz: Je-li A = O Je centroidem bod [0, b] a pfidruZenym cent-

roidem bod [£, £ + 2] a podle [2, (5)] je C # 0.
Predpokladejme nyni, 7e A # 0. Kdyby [a,b] = [a, b], bylo by

A___. ¢
n A
a méli bychom A2 = nC, co% je spor s [1, Véta 1]. O

Véta 5. Pri predpokladech (2) a (3) pro TeSeni k a q soustavy (1)
plati

Zn: bi(ai —E)
k=55 - (5)

q= i=1 i=1 . (6)
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Dtkaz: Uvazme, Ze

n

Z Zaf—ZaZa1 g =

=1

Zbi(ai—a) = iaibi—a’gbi:D— %B

i=1 i=1
Vzorec (5) nyni plyne z toho, Ze podle (4)

D — AB

— n
k =——

n

Podobné usoudime, Ze prava strana vzorce (6) se podle (4) rovnéa

BC-4D BC-AD _
(;'-—“‘—2 T nC - A2

O
Pozndmka. ProtoZze minimalni pfimka p;n:n prochézi podle véty 3
centroidem [@, b], lze jeji rovnici s uzitim vzorce (5) psat ve tvaru

o

Il
—

bi (ai == E)

~b=k(r—a)="1 (x —a),

o

(a; —a)?
1

-
Il

coz se shoduje se vzorcem Burkeho a Dodgsona [3, s. 107].
Dopliime na zavér numericky pfiklad z Gvodu élanku [1]. Ve
zminéném prikladu je
A=25B=19C=100D=T7l an="1.
Pro centroid proto nachazime

25 A B _ 2B 19 . _
= [a, b] = [—7;, ';;] [ [3,57,2,71]
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a pro pridruzeny centroid dostavame

C D 109 71

A = [&’E] = [Z>Z] = ["537'2_5

= (4, 36;2, 84].

Minimélni pfimku pmin 2 [1, obr. 2] bychom tedy mohli ur¢it
jako spojnici centroidu A s pfidruZenym centroidem A s kontrol-
nim bodem @ := [0, ¢] = [0;2, 14] (srovn. pfipojeny obr. 1).

Pmin

1-—4— [ ]

-

I
I

1 2 3 4 ) 6

——

Obr. 1

Poznamenejme, Ze k vyhledavani minimalni pfimky lze s vy-
hodou uzit pomoci tzv. védeckych kalkulacek.
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