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PRIMKA, KTEROU HLEDATE (2)

LADISLAV BERAN, MILAN TRCH

V ¢lanku [1] jsme popsali, jak lze pro dané body M; = [aq, b1],
M; = [az,b2], -+, My = [ar,by] nalézt pfimku pi, o rovnici
y = kx + ¢, kterd ma co nejmensi soucet

(C(M17pmz'n))2 + (C(M2apmin))2 s R (C(M7,pmin))27

v némz c(M;, pmin) znadi vzdalenost ,ve sméru osy y” bodu M;
od primky pmin, tj. Cislo

C(Miapmin) = Ibz - (kaz + Q)I

Podivejme se na véc z obecnéjsiho hlediska. Pfredpokladejme,
Ze je dano n bodu (n > 2)

Ml = [al»bl], M2 = [a2’b2]a" . aM‘n — [an,bn],

kde ay,a2,-- ,a, a by, ba, -+, b, znaci libovolna realna cisla. Hle-
dejme — v souladu s metodou nejmensich ¢tverct — primku ppin
o rovnici y = kx + ¢q takovou, Ze soucet

Ty := (c(M1, Pmin))? + (c(Mz2, pmin))? + - - + (c(Mn, Prin))?

je co nejmensi. (Zde jako vySe znaéi ¢(M;, pmin) Cislo |b; — (ka; +
+ q)|.) Pf¥imku p.in nazveme minimadlni primka bodd M;, M,
ooy My,

Pii pevné zvolenych ¢islech ay,aq, -+ ,an,b1, b2, -+ , b, se lze
na 7T, divat jako na funkci dvou proménnych k£ a ¢. Oznacme
ji g(k,q). VySe formulovanou tlohu miZeme nyni chapat jako
hleddni takovych podminek na k a g, aby ¢&islo g(k,q) bylo co
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nejmensi. V naSem prvnim ¢lanku (1] jsme pfi uréovani takovychto
podminek vychazeli ze soustavy

Ak +nqg=B (1)
Ck+Aq=D

V souladu se specialnim pfipadem z [1] poloZme

A=a1+as+ - -+an, B:=b;+by+ -+ by,
C:za%+a§+-~+aﬁ,D:=a1b1+azbg+---+anbn,
E:=0b3+b3+ - +b2.

Podle definice je
g(k,q) = (b1 — kay —q)2+(b2 — kas —q)2 E TP &

+(bp, — kan — q)2 = bf + kzaf + ¢ — 2a1b1k — 2b1q + 2ka g+
+b2 + ka2 + ¢® — 2a3b2k — 2byq + 2kagq + ...

Proto méame
g(k,q) = E+ k*C + ng* — 2Dk — 2Bq + 2kqA. (2)

Protoze ¢islo E predstavuje pfi zvolenych ¢islech a; a b; kon-
stantu vidi k a ¢, mizeme Fici, Ze g(k, ¢) nabyva nejmensi hodnotu
pro néjaké kg a go pravé kdyz

h(k,q) := k*C + 2kqA — 2Dk + ng® — 2Bq

nabyva nejmensi hodnotu pro kg a qp.
V dalsim predpokladejme, Ze

n>2 (3)
a ze
alesponi dvé z éisel ay, az, ...a, se sobé nerovnaji. (4)
Pak ovsem

C=al+a}+ - +a2>0. (5)
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Pristupme nyni k formulaci a diikazu hlavni véty.

Véta 1. Necht plati (3) a (4). Pak piimka o rovniciy = kz +q je
minimalni primkou bodi [a1,b1], [az,b2], -+, [an, by, prdvé kdyz
k a q jsou TeSenim soustavy (1).

Dukaz: Podle pfedchoziho mame dokazat, ze (1) plati pravé kdyz
h(k, q) nabyva nejmensi hodnoty.

Abychom to nahlédli, upravme nejprve h(k,q) doplnénim na
uplné ctverce:

A\’ A2
h(k,Q)=C(k+q5) —Cq2E—2Dk+nq2—2Bq=

A\? A2 A\ 24D )
= i (k+q5> s —-2D (k+q5) +—C,—q+nq — 2Bgq.
Tedy
A A
h(k,q) = [C(k+a5)° = 2D(k+az)l+ (6)
+ [——C’—q —=2(8 — T)Q]-

Podle [1, Véta 1], (4) a (5) je zde C > 0 a také 2C=4% > (.
Z 1, Véta 2] usuzujeme, Ze druhy s¢itanec v (6) nabyvéa nejmensi
hodnoty pravé kdyz

AD
_B-
q= TL—--A—z’
C
tj. pravé kdyz )
AD A
T—FCI'{"nq:B. (7)

Z (1, Véta 2] dale vidime, Ze prvni s¢itanec bude (pfi jiz zvole-
ném ¢ splitujicim (7)) nejmensi pravé kdyz k + q% = %, tj. praveé
kdyz

Ck+qA=D. (8)

Podminky (7) a (8) podle pravé dokdzaného jsou nutné a po-
stadujici k tomu, aby h(k, q) bylo co nejmensi moZné.
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Pro zjednoduseni souboru podminek (7) a (8) postupme dale:

Z (8) vidime, ze ACk+qA? = AD. To ukazuje, Ze Ak+gé.—2 = %Q,
takze

AD A?
— — —q= Ak
c ¢’ ©)
a ze (7) plyne, Ze
Ak +ng = B. (10)

Nyni snadno ukdZeme, Ze podminky (8) a (10) zpétné implikuji
podminky (7) a (8): Podle (8) plati (9), a tedy z (10) je ihned
patrné, ze

AD A?
B = Ak =— - — ,
4+ ng o) c q+nq
takze vskutku plati (7).

Vztahy (8) a (10) plati tedy pravé kdyz h(k,q) nabyva své

nejmensi hodnoty. O
Pozndmka. Z tvaru (2) pro g(k,q) nachdzime, Ze
99
— =2kC — 2D + 2qA
9k C + 2¢
* %
99 _ ong—2B +2kA.
9q

Vidime tak, Ze podminky -g—% =f{a g—-;l = 0 kladené na stacionarni
body funkce g(k, q) vedou na soustavu (1).
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