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Z HISTORIE GONIOMETRICKYCH FUNKCI
PTOLEMAIOVY VYPOCTY

RADKA SMYKALOVA

Goniometrie (z feckého gonon = tihel a metro = méfit) je ob-
last matematiky, kterd se zabyva goniometrickymi funkcemi. Jeji
soucasti, vyznamnou z pohledu elementarni matematiky, je také
trigonometrie (z feckého trigonon = t¥i ihly a metro = métit), jez
se zabyva uzitim goniometrickych funkeci p¥i feSeni tuloh o troju-
helnicich.

Trigonometrie jako véda se objevila, jak uz to byva, pfi feSeni
konkrétnich praktickych uloh. Prvni kroky rozvoje trigonometrie
byly spojeny s potiebami starovéké astronomie. Velky vliv na roz-
voj astronomie a s ni uzce spojené trigonometrie mélo rozvijejici
se moreplavectvi zavislé na spravném urceni sméru plavby lodi
na otevieném moii podle polohy hvézd. Velky vyznam pro rozvoj
trigonometrie méla také potieba zhotovit hodnovérné zemeépisné
mapy, a to znamenalo spocitat presné fadu vzdalenosti na zem-
ském povrchu.

Nejdtilezit&jsi pro rozvoj trigonometrie v modernim slova smys-
lu byly prace starovékého feckého astronoma, ktery pochazel z Ni-
kaie v Bitynii, Hipparcha (asi 190-120 pf. n. l.). Z toho, co Hippar-
chos napsal, se ndm do dnes$ni doby témér nic nedochovalo. O jeho
dile si miZeme udélat pouze predstavu, a to prostifednictvim knihy
Klaudia Ptolemaia s nazvem Almagest. Pro své astronomické vy-
poCty potieboval Hipparchos tabulku trigonometrickych poméra.
AvsSak nemél se kam obratit, Zadna takova tabulka dosud neexisto-
vala. Vzal tedy v uvahu libovolny trojuhelnik vepsany do kruhu,
¢imz se kazda z jeho tii stran stala tétivou kruznice, jez kruh
omezovala. K vypoc¢tu velikosti riiznych prvkl trojuhelnika bylo
potfeba stanovit délku tétivy pfislusné danému stfedovému thlu.
To se stalo hlavnim kolem trigonometrie pro mnohda nésledujici
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Obrazek 1: Hipparchos

staleti. Hipparchos sestavil tabulky tétiv pro rtizné stiedové ahly
kruZnice pfi stalém poloméru. Byly to vlastné tabulky dvojnasob-
nych sinti poloviny stfedového tihlu. Sam Hipparchos napsal dva-
nact knih o poditani délek tétiv v kruhu, ale vSechny tyto knihy
byly s koncem antické epochy ztraceny.

Klaudios Ptolemaios (asi 85-165 n. 1.) byl fecky geograf, as-
tronom a astrolog, ktery pravdépodobné Zil a pracoval v egypt-
ské Alexandrii. Jeho nejvétsim dilem je Syntazis megale (Velkd

Obrézek 2: .K.l-éﬁdios Ptolerhaios

soustava). Tento astronomicky spis byl vydan okolo roku 140 a
v 8. stoleti byl preloZzen do arabstiny pod nazvem Almagest. Byl
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zaloZzen na domnénce, Ze nehybnd Zemé je umisténa ve stfedu
vesmiru a nebeska télesa kolem ni obihaji po pfedepsanych dra-
héch. NaSemu zajmu se té$i Ptolemaiova tabulka tétiv, ktera je
pfedmeétem kapitoly 10 a 11 prvni knihy Almagestu. Tato tabulka
udava délku tétivy v kruhu jako funkeci stfedového uhlu, ktery ji
vymezuje. Stfedovy uhel, k némuz se délky vztahuji, postupuje po
0,5° na intervalu od 0° do 180°. Z naseho hlediska jde vlastné o ta-
bulku sini uhli od 0° do 90°, postupujicich po étvrtiné stupné.
Kdy7Z totiz ozna¢ime polomér kruhu r, stfedovy tihel feckym pis-
menem « a délku tétivy tet(a), obdrzime vztah

tet(a) = 2rsin %.

Ptolemaios rozdélil primér kruhu na 120 stejnych jednotkovych
dilii (délky 1¢), tedy polomé&ru r p¥ifazoval délku 60 dilt (r = 60¢).
Jeho tabulka udava délky tétiv s pfesnosti na dvé Sedesdtinna
mista, tedy s chybou fadu 60~2.

Uvedenim jednotlivych metod, jak Ptolemaios postupné zmi-
nénou tabulku dopliioval, vytvofime pro funkei tet(a) malou, aviak
obsaznou teorii, kterou Ptolemaios ke svym vypoctim potfeboval.
Stejné jako on budeme pracovat s polomérem délky r = 60¢.

1. Funkce tet(a) je definovana pro o € (0;180°) a plati 0¢ <
< tet(a) < 1204

2. Hodnoty tet(0°) = 0%, tet(60°) = 60¢ a tet(180°) = 1204
jsou zfejmé. Ze znalosti Pythagorovy véty Ptolemaios vypo-
&ital tet(90°) = 84951'10”, kde 1 = ()% a 17 = (555)".
(VSechny Ptolemaiovy hodnoty tet(c) budeme uvadét rov-
nitkem, spravnéji bychom méli psat =.)

3. Pro vypocet hodnot tet(a), kde a € {36°;72°;108°;144°},
musel nejdfive Ptolemaios dokazat, Ze délka |DF'| ¢asti ra-
mene EF rovnoramenného trojuhelnika FF'B z obr. 3 je
rovna délce strany pravidelného desetiihelniku vepsaného
do kruhu s primérem AC a Ze délka |BF| je délka strany
pravidelného pétithelniku vepsaného do téhoz kruhu. Diky
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Obréazek 3

témto vysledkim lze urcit délky tétiv prislusnych thli na-
sledujicim zptsobem:
|DE|?* + |DB|?® = |BE|?,
(30%)% + (60%)% = |BE|?,
|BE| = 67¢4/55" = |EF)|,
|DF| = |EF| — |DE| = 6744/55" — 30¢,
|DF| = 3744/55",
tet(36°) = 3794'55".

|DF|? + |DBJ|? = |BF|?,
(37%4'55")? + (60%)% = |BF?,
|BF| = 70%32'3",
tet(72°) = 70932'3".

Jakmile byly vSechny vyse zminéné hodnoty tet(a) uréeny,
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mohl Ptolemaios ukézat, jak vypocitat délky dalSich tétiv
na zakladé toho, ze do kruhu vepsany thel, ktery lezi proti
prumeéru, je pravy. Proto uzitim Pythagorovy véty ve tvaru

(tet(a))? + (tet(180° — ))? = (120%)2,

ktery mimochodem odpovidd dneSnimu vztahu pro gonio-
metrickou jednicku

2

sinfa +cos?a =1,

Ptolemaios uréil hodnoty tet(108°) = 9794/56" a tet(144°) =
= 11497'37". Podobné& z hodnoty tet(60°) = 60¢ vypoé&ital
tet(120°) = 103955'23".

. Dosud popsané metody vedou pouze k uréeni nékolika malo

jednotlivych hodnot funkce tet(a). Pro vypocet vSech dal-
Sich hodnot funkce tet(c) potfeboval Ptolemaios novy mate-
maticky nastroj. Tim se stala vyznamna planimetricka véta,
kterd dnes nese Rekovo jméno.

Ptolemaiova véta. V kaZdém tétivovém étyrihelniku plati:
Soucet souciniu délek jeho protilehlych stran je roven soudinu
délek jeho uhlopricek.

Pfi oznaceni podle obr. 4 1ze vétu vyjadrit rovnosti

|AB| - |CD| + |BC| - |AD| = |AC| - |BD].

Diikaz. Sestrojme bod E na thlopficce AC tak, aby thly
ABE a DBC byly shodné, viz obr. 4, na kterém jsou rov-
néz vyznafeny dveé dvojice shodnych obvodovych thli. Dalsi
postup ditkazu mizeme struéné zapsat takto:

e [JABD|=|4EBC| (|QEBD|+|3ABE|=
= |[JEBD| + |§DBCY),
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Obrézek 4: K Ptolemaiové vété

e |<BDA| = |XBCE| (obvodové thly),
|BC| _ |BD|
o CE| = |DA (AABD ~ AEBC),

dano konstrukci bodu FE),

4 ABE| = |3 DBC|
|4 BAE| = |3 BDC|
, 1B4| _|BD|

|AE| |DC|
|BC| - |AD| = |BD| - |CE|
e |AB|-|CD|=|BD|-|AE|

obvodové uhly),

epsana tfeti rovnost),

(

(

(AABE ~ ADBC),
(pt

(pfepsana Sestd rovnost).

Nyni posledni dvé rovnosti seCteme a soucet upravime:
|AB|-|CD|+ |AD|-|BC|=|BD|-|AE| + |BD| - |CE|,
|AB|-|CD| +|AD| - |BC| = |BD| - (|AE| + |CE]),
|AB| - |CD|+ |BC|-|AD| = |AC| - |BD|.

Diikaz je hotov. Jesté poznamenejme, Ze ve specidlnim pri-
padé, kdy tétivovy ¢tyfuhelnik je obdélnikem, ziskdme uve-
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denym postupem ditkaz Pythagorovy véty pro obecny pravo-
uhly trojihelnik ABC, ktery nejprve doplnime na obdélnik
ABCD (bod FE z obr. 4 bude patou vysky z vrcholu B na
pieponu AC). O

. Diky dokazané vété nasSel Ptolemaios odpovéd na dvé dtle-

Zité otazky:

(a) Jak z hodnot tet(c), tet(B) vypoditat hodnotu tet(a—pf) ?
Pro dané uhly «, 8, kde 0° < 8 < a < 180°, uvdzime té&-
tivovy c&tyfuhelnik ABCD vepsany do ptulkruhu s primé-
rem AD tak, 7Ze |SASB| = ( a |[FASC| = a (obr. 5).
Pak |AB| = tet(8), |AC| = tet(a) a |BC| = tet(a — ).
Ze vztahu mezi obvodovym a stfedovym uhlem vime, Ze
|[SADC| = v = ¢ a |YADB| = § = £. Nasledujme jeho
postup:

Obrazek 5: Ke vzorci pro tet(a — f3)
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e |CD| = V/JAD]? — JACP? = 1/(120%)? — (tet(a))?
(Pythagorova véta),

e |BD| = \/[ADP — |ABF = \/(1209)2 — (tet(8))?
(Pythagorova véta),

e |BC|=

_ |AC|VIADP — |ABJ? — |AB|/|ADP? — |AC?
- |AD|

(Ptolemaiova véta),
o tet(a—f) =

_ tet(@)/(1209)% — (tet(B))? — tet(B)1/(1209)2 — (tet(a))?
B 1204

(dosazeni).

Poznamenejme, Ze kdyZ rovnost z Ptolemaiovy véty vydé-
lime vyrazem |AD|?, ziskime

|AB| |CD| " |BC| _ |AC]| . |BD|

|AD| |AD| ' |AD| |AD| |AD|’
coz se da v situaci z obr. 5 pomoci funkci sinus a kosinus

podle novodobého zéapisu pfepsat na tvar znamého rozdilo-
vého vzorce

sin(y — d) = sin-ycos § — cos 7y sind.

V tomto okamziku mohl Ptolemaios diky znalosti vSech do-
savadnich hodnot tet(a) vypoditat délky tétiv pro vSechny
uhly o velikosti & - 6°, kde k € N. Tedy

tet(18°) = tet(90° — 72°) = 18946'19",
tet(12°) = tet(72° — 60°) = 12932'36",
tet(6°) = tet(18° — 12°) = 6%16/50",

tet(24°) = tet(60° — 36°) = ...,
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(b) Jak z hodnot tet(a), tet(8) vypocitat hodnotu tet(a+p3)?
Pro dané dhly «, 8, kde 0° < o, § < 180° a a + 3 < 180°,
uvazime tétivovy ¢tyfuhelnik ABCD vepsany do pilkruhu
s prumérem AD tak, Ze |SASB| = a a |[{BSC| = (3 (obr. 6).
Pak |AB| = tet(a), |BC| = tet(8) a |AC| = tet(a + B).
Ze vztahu mezi obvodovym a stfedovym uhlem vime, Ze
|$ADB| = v = £ a |BDC| = § = £. Pro nasledujci
odvozeni je nutnd konstrukce pomocného bodu E — tsecka

BE je prumér kruhu. Tentokrat uZijeme Ptolemaiovu vétu
dvakrat — pro ¢tyftuhelniky ABCD a BCDE.

Obrazek 6: Ke vzorci pro tet(a + 3)

e |AD| = |BE| = 120¢

(priméry kruhu),

¢ |BD| = \/[ADPE — |ABF = |/(1209)2 — (tet(c:))?
(Pythagorova véta),

 |CE| = V/IBEP —|BCT = /(1202 — (tet(8))?
(Pythagorova véta),
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e |DE| = |AB| = tet(a)

(ADES = AABS),

e |BC|-|DE|+|CD|-|BE|=|BD|-|CE|

(Ptolemaiova véta),

e |[AB|-|CD|+ |AD|-|BC|=|AC|-|BD|

(Ptolemaiova véta).
V poslednich dvou rovnostech vystupuji neznamé hodnoty
|AC| a |CD|. Druhou z nich eliminujeme, kdyZ rovnice vhodn&
vynasobime (prvni vynasobime —|AB| a druhou |AD|) a na-
sledné je seCteme. Je$té neZ tak uéinime, piepiSeme |DE|
hodnotou |AB| a |BE| hodnotou |AD|. Tudiz
—|AB| - (|BC|-|AB| +|CD| - |AD|) = —|AB| - (|BD| - |CE}),

|AD| - (|AB| - |CD| +|AD| - |BC|) = |AD| - (JAC| - |BD)).

Po secteni a tpravach obdrzime rovnost

|BC|-(|AD|* - |AB|*) = |BD| - (|AC|-|AD| - |CE]| - IAB(I)),
*
kterad je po dosazeni ekvivalentni s rovnosti

tet(B) - ((120%)2 — (tet(a))?) = \/(120‘1)2 — (tet(a))? -
: (tet(a + ) - 1204 — \/(120‘1)2 — (tet(9))? -tet(a)) :

Vyjadfenim ¢lenu tet(a + ) tak Ptolemaios ziskal kyzeny
vzorec

tet(a+ B) =

_ tet(ar)/(1209)2 — (tet(B))? + tet(8)+/(1204)2 — (tet(a))?
B 1204 '
Poznamenejme, Ze kdyZ rovnost () vydélime vyrazem |AD|3,
ziskame
1501, (1 L JABE _1BDI_ (ldcl _[oB |4B))
|AD| |AD|?)  |AD| \|AD| |AD| |AD|)’
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coz se da v situaci z obr. 6 pomoci funkci sinus a kosinus
podle novodobého zapisu s pfihlédnutim k rovnosti [ BEC| =
= |3 BDC| = § pfepsat na tvar

sin §(1 — sin y) = cos~y (sin(y + §) — sinycos§).

Odtud po déleni hodnotou cosy # 0 ziskdme znamy tvar
souctového vzorce

sin(y + §) = siny cos § + cos~y sin 6.

Diky odvozenému vzorci pro tet(a + ) obdrZel Ptolemaios
pro pfipad a = [ aparat na vypocet hodnot tet(3°), tet(1,5°)
a tet(0,75°) z hodnoty tet(6°), kterou jiz znal:

tet(6°) = tet(3° + 3°) =
2 tet(3°)/(1209)2 — (tet(3°))2
- 1204 ’
2 - tet(3°)/(1204)2 — (tet(3°))?2
1204 ’

6416'50" =

tet(3°) = 398'28".
2 - tet(1,5°)/(1209)2 — (tet(1,5°))2

tet(3°) = i ,
dgrng _ 2 1et(1,5°) /(1202 — (weH(1,5°))°
1204 ’

tet(1,5°) = 1934/15".
2 - tet(0,75°)/(1204)2 — (tet(0,75°))2

tet(1,5°) = T ,
[t 2 - tet(0,75°)1/(1204)2 — (tet(0,75°))2
B 1204 ’

tet(0,75°) = 0%47'8".
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6. Aby mohl Ptolemaios sestavit tabulku délek tétiv s krokem
0,5°, potfeboval jesté vypocitat hodnotu tet(1°) jako hod-
notu leZici mezi tet(0,75°) a tet(1,5°). PouZil k tomu ducha-
plnou metodu interpolace, ktera byla znama jiz astronomu
Aristarchovi (asi 320 — 250 pf. n. 1.) a kterd je pro délky tétiv
zaloZena na této vlastnosti: Spliuji-li dhly «, # nerovnosti
0° < a < B < 180°, pak plati

1 < 2B g,

tet(a) «
viz obr. 7, na kterém pomér 3 : a je pomérem délek vyznace-
nych obloukt BC a AB, zatimco tet(() : tet(«) je pomérem
|BC| : |AB| pfislu$nych tétiv. (V dnesni terminologii jde
o implikaci 0° < v < § < 90° = 1 < B2 < £ Kkterd
plyne z toho, Ze funkce sinus je na intervalu (0°,90°) ros-
touci a konkdvni.) Plvodni geometricky dikaz zde uvadét
nebudeme, 1ze ho vSak nalézt v [4] nebo [5]. Nasledujme Pto-
lemaitiv postup, ktery Aristarchovu nerovnost vyuzil hned

dvakrat:
tet(1°) 1 tet(1,5°) 1,5
< a .
tet(0,75°) 0,75 tet(1o) 1
Po dosazeni hodnot tet(0,75°) a tet(1,5°) dospél Ptolemaios
k odhadim
tet(1°) < 19250” a tet(1°) > 142/50".

JelikoZ je hodnota tet(1°) zdrovenl mensi a vétsi jak délka
192'50"” (vyslo to tak, protoze hodnoty tet(0,75°) a tet(1,5°)
byly pfiblizné), mohl Ptolemaios zapsat posledni hodnotu,
diky niZ jiz byl schopen vyplnit celou tabulku délek tétiv —
tet(1°) = 192/50".

Nyni vyli¢ime, jak mohl Ptolemaios pomoci své tabulky vyresit
jakykoliv rovinny trojuhelnik. Po vzoru Hipparcha budeme uva-
zovat trojuhelnik vepsany do kruhu. PopiSeme nyni pouze nejjed-
nodussi pripad, kdy zkoumany trojihelnik ABC bude pravothly.
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Obrazek 7

Nutno vSak poznamenat, Zze Ptolemaios si védél rady i s obecnymi
trojuhelniky, a to vypoclty ve dvou pravouhlych trojihelnicich,
které dostaneme, kdyz puvodni trojihelnik rozdélime nékterou
jeho vyskou na dvé casti. Na tomto postupu se v pozdéjsich do-
bach budovala novéjsi trigonometrie az do své soucasné podoby.

Z elementarni geometrie vime, Ze pifepona AB pravouhlého
trojuhelniku ABC z obr. 8 je primérem opsaného kruhu a Ze
|¥BSC| = 2|4 BAC)|. Pfedpokladejme, Ze velikost @ = [ BAC]| a
délka pfepony ¢ = |AB| jsou dany. Nejdfive vypocitame 2a a po-
uzijeme tabulku ke zjisténi délky odpovidajici tétivy BC'. Jelikoz
Ptolemaiova tabulka pfedpokldda délku primeéru ¢ = 120, vysle-
dek jeSt& musime vyndsobit zlomkem 55. Tak dostaneme délku
a odvésny BC. Délku b druhé odvésny AB pak spoditame po-
moci Pythagorovy véty a tfeti dhel § = |4 ABC{ snadno uréime
z rovnosti 8 = 90° — a. Kdyby naopak byly dany strany a a c,
zlomek ¢ nejprve vynasobime Cislem 120. Teprve potom sahneme
po tabulce délek tétiv, kde budeme obrdcené hledat velikost 2,
ze které pak po déleni dvéma urcime velikost .

Ptolemaitv postup vypoétu miZeme zapsat ve tvaru vzorce

c
¢ =725 - tet(2a). (*x)
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Obréazek 8

To nés privadi k zajimavému komentafi: nasobeni a déleni ¢islem
120 je v Sedesatkové soustavé obdobné tomu, kdyZ nasobime a dé-
lime Cislem 20 v desitkové soustavé. Provadime to jednoduse tak,
Ze po vynasobeni nebo vydéleni ¢islem 2 jeSté posuneme desetin-
nou ¢arku o jedno misto doprava nebo doleva. Vzorec (¥*) tu-
diz vyzaduje, abychom zdvojnasobili tihel, vyhledali ho v tabulce,
délku odpovidajici tétivy vydélili dvéma a nakonec posunuli Se-
desatinnou ¢arku. Bylo jen otazkou ¢asu, nez nékdo zkratil tohle
umorné pocitani sestavenim jiné tabulky, kterd dvojnasobnému
uhlu pfifazuje délku polovi¢ni tétivy. Tento tukol, ktery dnes mii-
Zeme nazvat sestavenim tabulky pro funkci sinus, splnili az ucenci
stfedovéké Indie.

Dobyti Recka Rimem a fada jinych pfi¢in postupné pfivodily
upadek helénské kultury. Po Ptolemaiovi nevytvoftili alexandrijsti
ucenci v oblasti astronomie a trigonometrie — stejné jako v dalsich
védnich oborech — nic podstatného. Rimsk4 kultura také nebyla
z4dnou spéasou, protoZze Rimané nevymysleli v tomto obdobi no-
vého témér nic, sami jen kopirovali to, co prevzali od Rek?. Dalsi
rozvoj matematiky v oblasti trigonometrie je spojovan teprve s na-
rody Indi (od 5. stol. n. .) a Arabl (od 7. stol. n. L.).
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