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KTERY CTYRUHELNIK MA NEJVETSI OBSAH?

Nékolik poznamek k ¢lanku
Daga Hrubého v é&isle 4(64)

LEo BOCEK

Prispévek D. Hrubého ukazuje nékolik priklada uziti diferen-
cialniho poctu pri uréeni extrému v geometrickych ulohach. Hned
v prvni uloze se hleda trojuhelnik s danymi délkami a, b dvou
jeho stran, ktery ma maximalni obsah. Jde vlastné o uréeni ma-
xima funkce sing na intervalu (0,7). Z didaktickych davodt je
samoziejmé mozné ukdizat, a to mél autor na mysli, jak 1ze ilohu
fe$it pomoci diferencidlniho poctu. Avsak student, ktery se na-
ucil derivovat goniometrické funkce, musi uz o nich néco védét.
A jisté vi, ze oborem hodnot funkce sinus je interval (—1,1) a ze
maximum 1 dosédhne pravé jen v bodé 7, omezime-li se na vyse
uvedeny defini¢ni obor. Dalsi Giloha méla byt specialnim pripadem
prvni dlohy. ProtoZe vSak v textu vypadl predpoklad ,s rameny
dané délky a“, méla by spravna odpovéd znit: ,Zadny rovnora-
menny trojihelnik nemé maximalni obsah, ke kazdému lze najit
rovnoramenny trojahelnik s obsahem veétsim.“ Jisté si vSak kazdy
¢tendf vynechany piedpoklad doplnil. Velmi pékné jsou dalsi dveé
ulohy, ke kterym se jesté vratime. Vénujme se zatim hlavni dloze
¢lanku, podle které je prispévek nazvan. Mezi vSemi Ctyrtuhelniky
s danymi délkami jeho stran mame urcit ten, ktery ma maximalni
obsah. Pomoci derivace se velmi pékné odvodi, Ze ¢tyithelnik musi
byt nutné tétivovy. Pouze v tomto pripadé je totiz prvni deri-
vace obsahu S podle hlu 3 rovna nule. Vypocet druhé derivace
je ponékud slozitéjsi, tak je vynechdn. Neni to chyba, ale stejné
jako v predchézejicim piikladé mélo byt poznamenano, ze jde za-
tim o situaci podezielou z extrému. Kdybychom si druhou deri-
vaci opravdu vyjadrili, museli bychom jesté vyuzit samoziejmého
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piedpokladu, ze kazdd strana ¢tyftihelniku je mensi nez soudet
zbyvajicich, abychom ukazali Ze je zaporna a ze jde tedy skuteéné
o maximum. Pro maximélni obsah S pak je pak uveden vysledek

25 = (ab+ cd) - sin 3.

Co je vsak tfeba dosadit za sin3? Tato hodnota by méla byt
vyjadfena pomoci danych délek a, b, ¢, d. Dostaneme ji tak, ze
z uvedenych vztahi

2+ d? —2cdcosd = a® + b? — 2abcos 3, B+d=mn

vypocteme cos /3 a pak sinf. Pro maximdalni obsah nam vyjde
krasny vzorec

16-S* = (a+b+c—d)-(a+b—c+d)-(a—b+c+d)-(—a+b+c+d),

ktery je obdobou Heronova vzorce pro obsah trojihelniku. Ten
dostaneme mimochodem z tohoto vzorce, polozime-li d = 0.

Ukazeme si jesté, jak lze tlohy z ¢lanku D. Hrubého fesit bez
diferencidlniho poétu. V pékné zvolené tfeti Giloze se hleda troju-
helnik s maximalnim obsahem, kdyz je ddna jedna jeho strana a
a protéjsi uhel a. Kdo zna néco o mnoziné vSech bodd z nichz
je dana usecka vidét pod danym uhlem, tak ihned vidi, Ze ma-
ximalni obsah ma ze vSech trojuhelnikti danych vlastnosti prave
jen trojuhelnik rovnoramenny. Jinak oznac¢ime [ jeden dalsi thel
trojuhelniku a tlohu prevedeme na urc¢eni maxima funkce

2

S(8) = 92— -sin 3 - sin(a + 3)

Pouzijeme-li vzorec 2-sinz -siny = cos(z — y) — cos(x +y), preve-
deme tilohu na uréeni maxima funkce cos a—cos(a+23) proménné,
ktera pfi konstantni hodnoté « nabyva svého maxima 1 + cosa
v pfipadé a + 23 = =, odkud pak plyne, ze v = 3, trojuhelnik je
rovnoramenny.

Ve 4. tloze se hleda lichobéZnik s maximalnim obsahem mezi
vSemi rovnoramennymi lichobézniky s danou délkou b obou ra-
men i jedné zakladny. Oznacime-li ¢ thel pfi zakladné, je tloha
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pfevedena na urceni maxima funkce
S(p) = b%- (1 +cosyp) - sinp.
Ekvivalentné mtzeme hledat maximum funkce
3-(1 +cosp)?-sin®p = (14cosp)®: (3 -3cosy).

Pouzijeme k tomu nerovnost mezi geometrickym a aritmetickym
primérem ¢isel 1+-cos ¢, 14+cos ¢, 1+cos ¢, 3—3cosyp. Funkce S(p)
nabyva tedy svého maxima pravé tehdy, kdyz 1 + cosp = 3 —
. . ¥ 1x o
— 3 cos @, tj. v ptipadé ¢ = 3. . .
Vratme se k hlavni, paté tloze. Umocnime-li rovnosti

4S5 = 2ab-sin 8 + 2¢d - siné
A +d*—a®—b*=—2ab cosf + 2cd - cos$
na druhou a secCteme, dostaneme vztah
1652 = 4a%b® + 4c*d* — 8abed - cos(B + 0) — (c* + d* — a* - 122)2 :

Ihned vidime, Ze obsah S je pravé tehdy maximaélni, kdyz je
cos(f + §) = —1, ¢tyfahelnik je tétivovy a pro maximélni hod-
notu S plati pak vyse uvedeny ,,Heronav® vzorec. Tim jsme struéné
uvedli feSeni Glohy A-P-1 z 29. ro¢niku matematické olympiady.
Chcete veédét, jak se sestroji tétivovy ¢tyfahelnik s danymi
délkami jeho stran, tedy ctyfthelnik s danymi délkami stran a
maximalnim obsahem? Reeni najdete v rocence uz prvniho roé-
niku MO. Protoze je vSak tato ro¢enka tézko dostupnd, uvedeme
velmi stru¢né tam uvedené feSeni. Predpoklddejme, Ze jsme téti-
vovy Ctytuhelnik ABCD se stranami a, b, ¢, d uz sestrojili. Pred-
stavme si ¢tyfuhelnik A’B’C’D’ podobny takovy, aby byla jeho
strana A’B’ shodnd se stranou CD pivodniho. Novy ¢tyfihel-
nik ,pfilepime“ k ptvodnimu tak, aby se ztotoZznily body A’, C
a také body B’, D. Dostaneme tak ¢tyfuhelnik ABD'C’, ktery
je lichobéznikem nebo rovnobéznikem. Ten snadno sestrojime a
rozd€lime na tétivovy ¢tyfihelnik ABCD a zbyvajici ¢tyftihelnik.
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