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MATEMATICKA OLYMPIADA

Ve dnech 21. - 24. 3. 2010 se v Chebu uskutecnilo celostatni kolo
59. ro¢niku matematické olympiady kategorie A. Zvefejnujeme za-
déni a reSeni loh, seznam vitézi a Gspésnych fesitelii. Soucasné
zvefejiujeme ulohy prvniho kola pfistiho roéniku Matematické
olympiady, kategorii A, B, C pro $kolni rok 2010-2011.

Ulohy celostatniho kola 59. ro¢niku
matematické olympiady

Cheb 21. - 24. bfezna 2010

1. Urcete vSechny dvojice celych kladnych ¢isel a a b, pro néz plati
4% + 40 + 4 = V°.
(Martin Pandk)

Reseni. Z rovnice pl ne, ze b? je sudé Cislo vétsi nez 4%, tudiz b
Ply

je sudé cislo vétsi nez sudé ¢islo 2%. Musi proto platit b > 2¢ + 2,

odkud

4% + 462 +4=02>(2°4+2)2=4*+4.2% + 4.

Porovnanim krajnich vyrazt dostaneme a? > 2%, coZ znamena,
7e a < 4. DokiZeme totiZ indukci, Ze opa¢na nerovnost a? < 2¢
plati pro kazdé celé a > 5. Pro a = 5 je to tak (25 < 32); plati-li
a? < 2% pro nékteré a > 5, pak po vynasobeni dvéma dostaneme
2a% < 2°*1 takze kyZena nerovnost (a + 1)? < 2¢*! je diisledkem
nerovnosti (a + 1) < 2a?, ktera je zfejma, nebot je ekvivalentni
s nerovnosti 1 < a(a — 2), jez plati trivialné, at je a > 5 jakékoliv.
Tim je dikaz indukci hotov.

Ukézali jsme, Ze v kazdé hledané dvojici (a,b) musi platit a < 4.
Postupnym dosazenim hodnot a = 1,2, 3,4 do rovnice 4% + 4a? +
+4 = b? zjistime, Ze tiloha m4 pravé dvé feseni, a to (a,b) = (2, 6)
a (a,b) = (4,18).
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2. Kruhovy ter¢ o poloméru 12cm zasahlo 19 stfel. Dokazte, Ze
vzdalenost nékterych dvou zasahi je mensi nez 7 cm.
(Vojtech Badlint, Jaromir Simsa)

Reseni. Oznaéme 7 = 4v/3cm a cely teré o daném poloméru
v/ 3 rozdélme na 18 ¢asti. Prvnich Sest ¢asti budou shodné vysece
o stfedovém 1hlu 60° v kruhu o poloméru » uprostied terce. Zbylé

mezikruzi rozdélime na 12 shodnych ,mezivyseéi“ o stredovém
thlu 30° (obr. 1).

Obr. 1

Oznaéme podle obrazku S stied terée a A, B, C vrcholy jedné
ze zminénych mezivyseci. Protoze kruznice ohranicujici tyto ¢asti
maji poloméry 7 a rv/3 a protoZe cos 30° = %\/3—, je zfejmé troju-
helnik SAC rovnoramenny, takze |AC| = r; navic je AC nejdelsi
stranou v trojihelniku ABC, ktery ma vnitini ahly 45°, 75° a 60°.
Proto je maximalni vzdalenost dvou bodt jedné mezivysece rovna r
stejné jako maximéalni vzdalenost dvou bodi kazdé ze 6 vyseci
stfedového kruhu o poloméru r. Podle Dirichletova principu né-
které dva z 19 zasahi lezi ve stejné z 18 vytvorenych ¢asti, takze je-
jich vzdalenost je nejvyse . Diikaz je hotov, protoze plati 4v/3 < 7
(< 48 < 49).

Pozndmka. Uvazujme tvrzeni: Je-li v kruhu o poloméru r/3 vy-
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brdno N bodi, je vzdélenost nékterych dvou z nich nejvyse r.
Kdybychom chtéli takové tvrzeni dokdzat porovnanim souétu ob-
sahii V shodnych kruhti o priméru r s obsahem kruhu o priiméru
r(l + 2\/5), podafi se nam to, pravé kdyz bude platit

mr a2 (1 + 2\/5)2
T 1

N - neboli N > 13 +4v/3 = 19.9.

V situaci dané ulohy, kdy je odhad r vzdalenosti dvou bodt za-

4/3

ménén vétsi hodnotou 7y = r - , ma podobnad podminka tvar

.WT% . m(ry + 27‘\/5)2

o dosazeni N > (1+24>2 =196
1 4 > P 7) =

N
Proto nelze takto jednoduchym postupem k feSeni tilohy dospét.

3. Rumburak unesl na sviij hrad 31 ¢lenii strany A, 28 cleni
strany B, 23 ¢leni strany C, 19 ¢lenti strany D a kazdého zavrel
do samostatné kobky. Po praci se ob&as mohli prochazet po dvore
a povidat si. Jakmile si spolu zacali povidat tfi ¢lenové t¥i riz-
nych stran, Rumburak je za trest preregistroval do ¢tvrté strany.
(Nikdy si spolu nepovidali vice nez tfi uneseni.)

a) Mohlo se stét, ze po urditém ¢ase byli vSichni uneseni ¢leny
jedné strany? Které?

b) Urcete vSechny étvetice celych kladnych ¢isel, jejichz soucet
je 101 a které jako pocty unesenych ¢lenii ¢ty stran umoz-
nuji, aby se Rumburakovou péc¢i ¢asem vSichni stali ¢leny
jedné strany.

(Vojtech Bdlint, Jaromir Simsa)

ReZeni. a) Ozna¢me a, b, ¢, d (proménné) pocty unesenych ¢lenti
stran A, B, C, D. Pocate¢ni ¢tvefice (a, b, c,d) = (31,28,23,19) je
podle parity &isel typu (I, s,l,1), kde [, s oznacuje liché, resp. sudé
Cislo. ProtoZze pii kazdé preregistraci se parita vSech cisel a, b,
¢, d zméni (t¥i z nich se totiz zmensi o 1 a ¢tvrté zvétsi o 3),
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¢tverice typu (I, s,l,1) prejde ve &tvefici (s,l,s,s) a ta pak zase
zpét ve Ctvefici (I, s,l,1). Dostaneme-li tedy nakonec étvefici se
tfemi nulami, musi byt tato ¢tvefice typu (s, 1, s, s), takZe vSichni
uneseni tehdy budou ¢leny strany B.

Nasledujici tabulka zmén hodnot a, b, ¢, d ukazuje, Ze se vSichni
uneseni mohou opravdu stat ¢leny strany B:

a: 31 30 29 28 27 26 25 24 23 22 ... 0
b: 28 27 26 25 24 23 26 29 32 35 ... 101
c 23 22 25 24 27 26 25 24 23 22 ... 0
d 19 22 21 24 23 26 25 24 23 22 ... 0

b) UkaZeme, Ze hledané &tvetice (a, b, ¢, d) jsou pravé ty, ve kterych
nékterd tri ¢isla ddvaji pri délent étyrmae stejny zbytek.

Z rovnosti a + b+ ¢+ d = 101 plyne, Ze tii z ¢isel a, b, ¢, d maji
stejnou paritu a Ctvrté paritu opac¢nou. S ohledem na symetrii
hledejme vychozi ¢tvefice (a,b,c, d) za pfedpokladu

a=b=c#d (mod 2)

a podle feSeni ¢asti a) zkoumejme, kdy se vSichni ¢lenové mohou
stat ¢leny strany D. Z toho, jak se méni pocty a, b, ¢, d pri kazdé
pieregistraci (tfi se zmensi o 1 a jedno zvétsi o 3), plyne, Ze rozdily
a—b, a—c, b— c neméni své zbytky pri déleni ¢lyfmi. Ma-li
nakonec platit a = b = ¢ = 0, musi byt uvedené tfi rozdily uz na
pocatku délitelné ¢tyimi, takze vychozi poéty a, b, ¢ musi spliovat
podminku

a=b=c (mod 4). (1)

Ukazme, Ze podminka (1) je pro splnéni kyzeného cile a = b =
= ¢ = 0 i postacujici. Zfejmé staci ukazat, ze vychozi Ctverici
(a,b,c,d) splitujici podminku (1) lze po nékolika krocich zménit
na Ctvefici typu (e, e, e, f), pak uz totiz sta¢i opakovat Gpravu
(e,e,e, f) = (e—1l,e—1,e—1, f +3).

Méjme tedy C&tvefici celych kladnych ¢isel (a,b,c,d) se souétem
101, ktera spliiuje podminku (1), a piedpokladejme, Ze jesté ne-
plati a = b = ¢. Ukazme, jak v tomto pripadé povolenymi kroky
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zvétsSit hodnotu d (o 1 nebo 2). ProtoZe vidy d < 101, lze takové
zvétSeni zopakovat jen nékolikrat, pak jiz dosdhneme vytéeného
cile.

Proceduru zvétSeni d jisté staci popsat v pripadé, kdy a > b >
> caa > ¢ tedy a—c > 4 diky podmince (1).1° Poradme
Rumburakovi dvojici krokt

(a,b,c,d) = (a—1,b—1,¢+3,d—1) —» (a—2,b—2,c+2,d+2),

kterda zvysSuje hodnotu d o 2. Tuto dvojici krokl nelze provést
pouze v pfipadé b = 1, kdy ovéem z (1) a nerovnosti b > ¢ plyne
rovnéz ¢ = 1. Na takovou ¢tvefici (a,1,1,d), kde a > 5 a d > 2
(nemizZe byt jesté d = 1, protoZe d ma odlisnou paritu), pouzije
Rumburak trojici kroki

(a,1,1,d) - (a — 1,4,0,d - 1) — (a — 2,3,3,d — 2) —
— (a—-3,2,2,d+ 1),

ktera zvysuje hodnotu d o 1.
T'vrzeni o tvaru vSech vyhovujicich étvefic z prvni véty feseni b) je
dokazano.

4. Je dana kruZnice k s tétivou AC, jez neni primérem. Na jeji
tetné vedené bodem A zvolime bod X # A a oznacime D pri-
seCik kruznice k s vnitfkem usecky X C (pokud existuje). Trojii-
helnik AC'D doplnime na lichobéinik ABCD vepsany kruznici k.
Urcéete mnozinu prisecikt piimek BC a AD odpovidajicich vSsem
takovym lichobé&Znikiim. (Pavel Leischner)

ResSeni. Budeme déle uvazovat jen takové lichobézniky ABCD,
ve kterych plati AB || CD, u ostatnich prisecik (rovnobéznych)
primek BC a AD neexistuje.

Ozna¢me O stied kruznice k, E prisecik jejich tecen vedenych
body A, C (obr. 2). Jak vime, body A, C lezi na Thaletové kruz-
nici 7 nad priméremn OF a jsou podle tohoto primeéru soumérné

107 duiraznéme, Ze nevyluéujeme rovnost ¢ = 0. Ke ¢tvefici s nulovym prv-
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sdruzeny. Spole¢nou velikost ostrych thli pti zdkladné AC rovno-
ramenného trojuhelniku ACE ozname ¢. Kone¢né vnitiky krat-
§iho a delsiho oblouku AC kruznice k ozna¢me ki, resp. ks.

E

Obr. 2

a) Zvolme na teéné AFE libovolny bod X, X # A. KruZnice k
zfejmeé protne useCku X C ve vnitinim bodé D, pravé kdyz bod X
je bud vnitfnim bodem tUsecky AF, anebo vnitinim bodem polo-
primky opa¢né k polopfimce AE. Oba pfipady (obr. 2 a obr. 3)
nyni posoudime samostatné.

V prvnim pripadé plati D € k; a B € k3, takze podle véty o useko-
vém uhlu je thel ABC roven ostrému thlu ¢. Stejnou velikost ma
i Ghel BAD, protoze kazdy tétivovy lichobéZnik je rovnoramenny.
Bod Y, prisecik riznobéznych polopiimek BC a AD, tedy lezi
v poloroviné ACE. Z rovnoramennych trojuhelniki ABY a ACFE
proto plyne, Ze uhly AYC a AEC jsou shodné (maji velikost
T — 2¢). Podle véty o obvodovém uhlu lezi bod Y na oblouku
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Obr. 3

AEC kruZnice 7, presnéji uvniti kratsiho z jejich obloukti CE,
nebot polopiimka AD lezi v thlu CAE.

Ve druhém pfipadé je tvaha analogicka a zapiSeme ji stru¢né: D €
€ ka2, B € k1, |[SADC| = ¢ = |<BCD|, prise¢ik Y riznobéznych
polopiimek C'B a D A lezi v poloroviné ACE, a protoze |[JAY C| =
= |SAEC)|, lezi bod Y na kruznici 7, a to uvnit¥ jejiho kratsiho
oblouku AFE.

b) UkaZeme nyni, Ze naopak kazdy vnitini bod Y krat$ich oblouki
CFE a AF kruzZnice 7 je prusecikem piimek BC a AD nékterého
z uvazovanych lichobézniki ABCD. Opét rozlisime dva ptipady
podle toho, na kterém z obou obloukl bod Y lezi.

Je-li Y vnitini bod oblouku CE, lze ziejmé sestrojit body D €
€ k1 a B € k; tak, aby body A, D, Y resp. B, C, Y leZely
v uvedeném pofadi v piimce. Z D € k; plyne existence prise-
¢iku X polopfimky CD s vnittkem usecky AE (bod D pak od-
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povidd bodu X podle konstrukce ze zadani tlohy). Zbyva objas-
nit, pro¢ AB || CD. Protoze body O a Y leZi na riznych oblou-
cich AC kruznice 7 a pfitom |AO| = |CO|, je polopiimka YO
osou uhlu AY C, takze pfimky A(D)Y a B(C)Y jsou soumérné
sdruzené podle pfimky YO, ktera je (trividlné€) osou soumérnosti
kruznice k, nebof prochazi jejim stfedem. Proto podle této osy
musi byt soumérné sdruZeny i priseciky obou zminénych primek
A(D)Y a B(C)Y s kruznici k, tedy (diky uréenému poradi bodit)
jednak body A a B, jednak body D a C. Obé usecky AB a CD
jsou proto kolmé na primku OY, a jsou tudiz rovnobézné.

Je-li Y vnitini bod oblouku AF, sestrojime body D € k; a B € k;
tak, aby v pfimce lezely body v poradi D, A, Y, resp. C, B, Y.
Polopfimka CD protne pfimku AFE v potfebném bodé X (protoze
D # A, bude jisté X # A), pokud plati |[SAEC| + |4 ECD| < .
To ovérime tak, Ze uZijeme vétu o obvodovém a usekovém thlu
v kruznici k, podle které [SECD| = 7 — |[SCAD| = |4CAY|,
a protoze |SAEC| = |[JAY C|, je soucet |<AEC| + |4 ECD| ro-
ven souctu dvou thld v trojihelniku ACY . Ze sdruzenosti primek
D(A)Y a C(B)Y podle osy OY tuhlu AYC pak opét plyne poza-
dovana rovnobéznost AB || CD.

Zavér. Hledanou mnoZzinou je sjednoceni vnitikt kratsSich oblouki
CE a AFE Thaletovy kruznice 7.

5. Na tabuli jsou napsana ¢isla 1, 2, ..., 33. V jednom kroku zvo-
lime na tabuli néktera dvé cisla, jejichz soucin je druhou mocninou
pfirozeného dCisla, obé zvolena Cisla smazeme a na tabuli napiSeme
druhou odmocninu z jejich souéinu. Takto pokracujeme, aZ na ta-
buli zistanou jen takova ¢isla, Ze soucin Zadnych dvou z nich neni
druhou mocninou. (V jednom kroku miZeme smazat i dvé stejna
Cisla a nahradit je tymz Cislem.) Dokazte, Ze na tabuli zistane
aspon 16 éisel. (Peter Novotny)

Reseni. V jednom kroku nahrazujeme dvé ¢&isla a, b jednim pfiro-
zenym &islem vab. Protoze pro libovolna a < b plati a < Vab < b,
je zfejmé, ze na tabuli budou stdle zapsana pouze ¢isla z mnozZiny
M = {1,2,...,33}. Je-li pfitom ¢islo a prvodislem nebo souci-
nem nékolika riznych prvocisel, musi tato prvocisla byt obsazena
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i v rozkladu &sla vab, takie vVab = ka neboli b = k2a pro né-
které prirozené k. Je-li k = 1, musi byt ¢islo a na tabuli zapsano
vicekrat. Je-li k > 2, a tedy b = k2a > 4a, musi platit 4a < 33,
a proto z b = k%a € M plyne i 4a € M. Na tabuli tudiz zista-
nou az do konce jednak vSechna prvocisla, ktera déli pravé jedno
z ¢isel mnoziny M, jednak vSechna ta a € M, kterd jsou soudinem
nékolika riznych prvoéisel a zaroven spliuji podminku 4a > 33
neboli @ > 9. V souhrnu jde celkem o 15 nesmazatelnych éisel

10,11, 13, 14, 15,17, 19, 21, 22, 23, 26, 29, 30, 31, 33.

Ukazeme, Ze kromé nich bude na tabuli vidy zastoupeno aspon
jedno z Cisel mnoziny S = {6,12,18,24} (na zacatku tam jsou
vSechna). Zvolime-li v jednom kroku éisla a a b, kde napf. a € S,
a nahradime je &slem n = vab, musi byt i &slo n nasobkem
Sesti, ktery diky odhadiim a < 24 a b < 33 spliiuje nerovnost
n < v24-33 = 6122 < 30, takZe bude platit n € S. Na tabuli
po libovolném poctu kroki tudiz zistane 15 vySe zapsanych ci-
sel a aspon jedno ¢islo z S, tedy alespon 16 ¢isel, jak jsme méli
dokazat.

Pozndamka. Pocétu 16 ¢isel na tabuli 1ze napriklad dosahnout 17 kroky,
popsanymi nize tak, Ze mazana cisla v kazdém radku jsou Seda,
zatimco nové vzniklé ¢islo je pfipsano na konci dalsiho radku:

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22,23,
24,25,26,27,2%,29,30,31,32,33;

1,2,3,4,5,6,8,9,10,11,12,13,11,15,16,17,18,19,20,21,22,23,24,
25,26,27,29,30,31,32,33, | 4;

1,2,3,4,5,6,8,9,10,11,12,13,15,16,17,18,19,20,21,22,23,24,
25,26,27,29,30,31,32,33,14;

1,2,3,1,6,8,9,10,11,12,13,15,16,17,18,19,21,22,23,24,
25,26,27,29,30,31,32,33,14, 10;

1,2,3,6,8,9,10,11,12,13,15,16,17,18,19,21,22,23,24,26,
27,29,30,31,32,33,14, 10,10;
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1,2,3,6,8,9,11,12,13,15,16,17,18,19,21,22,23,24,26,
27,29,30,31,32,33,14, 10, 10;

1,2,3,6,8,9,11,12,13,15,16,17,18,19,21,22,23,24,26,
27,29,30,31,32,33,14,10;

1,2,3,6,8,9,11,13,15,16,17,18,19,21,22,23,24,26,
29,30,31,32,33,14,10,18;

1,2,3,8,9,11,13,15,16,17,15,19,21,22,23,26,29,30,31,32,33,14,10, 1 §,12;

1,2,3,8,9,11,13,15,16,17,19,21,22,23,26,29,30,31,32,33,14,10,12, 1 &;

1,3,%,9,11,13,15,16,17,19,21,22,23,26,29,30,31,32,33,14,10,12,6;

1,3,9,11,13,15,16,17,19,21,22,23,26,29,30,31,33,14,10,12,6,1 ¢;

1,3,9,11,13,15,17,19,21,22,23,26,29,30,31,33,14,10,12,6, 1 6;

$,9,11,13,15,17,19,21,22,23,26,29,30,31,33,14,10,12,6,4;

9,11,13,15,17,19,21,22,23,26,29,30,31,33,14,10,6,4,6;

11,13,15,17,19,21,22,23,26,29,30,31,33,14,10,6,6,6;

11,13,15,17,19,21,22,23,26,29,30,31,33,14,10,6,6;

11,13,15,17,19,21,22,23,26,29,30,31,33,14,10,6.

6. Najdéte minimum vyrazu

atb+c [a,b]+[b,c]+]ca
2 a+b+c

’

kde proménné a, b, ¢ jsou libovolna celéd &isla vétsi nez 1 a [z, y]
oznacuje nejmensi spolecny nasobek isel z, y. (Tomds Jurik)

Reseni. S ohledem na symetrii staéi uvazovat trojice (a, b, c), ve
kterych a > b > c. Pro ,,nejmensi“ z nich (2, 2, 2), (3,2, 2), (3,3, 2),
(3,3,3) a (4,2,2) ma dany vyraz hodnoty 2, 3/2, 17/8, 7/2, resp.
11/4. Ukazeme-li, Ze pro vSechny ostatni trojice (a, b, c), které jiz

spliiuji podminku a + b + ¢ > 9, plati nerovnost

atb+c [a,b]+[bc]+]ca
2 a+b+c

>3
-2
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bude to znamenat, Ze hledana nejmensi hodnota je rovna 3/2.
Vypsanou nerovnost ekvivalentné upravme:
(a+b+c)® —2([a,b] + [b,c] + [c,a]) > 3(a+b+c),
a® +b? + c% 4 2(ab — [a, b)) +
+2(be — [b,c]) + 2(ca — [c,a]) > 3(a+ b+ c).
Protoze ziejmé plati zy > [z,y] pro libovolnd z, y, zanedbame

nezaporné dvojnasobky v levé strané posledni nerovnosti a doka-
zeme (silnéjsi) nerovnost

a® +b%+c* >3(a+b+c). (1)

Z ptredpokladu a + b + ¢ > 9 a Cauchyovy nerovnosti 3(a? + b* +
4 ¢?) > (a + b+ c)? plyne

(a_+b?ﬁ 3(a+b+c)-a+gi£ > 3(a+b+c),

a2 +b%+c% >

a dukaz je hotov.
Pozndmky. Misto Cauchyovy nerovnosti jsme mohli pfepsat (1)

do tvaru
ORI RIS
a — o — — — - —
2 2 2/ T 4
a tuto nerovnost zdiivodnit umocnénim zfejmych nerovnosti

3 5 3 ] 3
2> _2>2 >
ea-325 b-g25 a c-g295,

N =

nebot uvazujeme uz jen trojice, ve kterych a >4, b > ¢ > 2.
Postup z fesSeni vede rovnéz k vysledku, Ze pro libovolna cela ¢isla
a, b, ¢ vétsi nez 1 plati nerovnost

a+b+c [a,b]+[bc|+[cal . at+b+c
2 a+b+c - 6
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Vysledkova listina celostatniho kola 59. ro¢niku MO

kategorie A
Vitézove:

1. David Klaska 4/4 G Brno, tf. Kpt. Jarose 35
2. Miroslav Olsak 8/8 G Praha 5, Pod Zvah. 34
3. Jachym Sykora 4/4 G Praha 5, Zborovskd 27
4-6. Radek Marcina 4/4 G Praha 5, Zborovska 26
Lukas Zaviel 7/8 G Praha 9, Chodovicka 26
Bohuslav Zmek 4/4 G Brno, t¥. Kpt. Jarose 26
7. Petr Ry3avy 8/8 GJH Praha 5, Mezi Skol. 24
8.-9. Filip Hlasek 7/8 G Plzeni, Mikulasské ndam. 23
Tomas Zeman 7/8 GJK Praha 6, Parléfova 23
10. Jakub Sokolovsky 3/4 GMK Bilovec 22
11. Michael Bily 7/8 GJV Klatovy, Nar. muc. 21

Dalsi uspésni tesitelé:
12.-14. Martin Buchagek 7/8 GLP Plzeni, Opavska 20
Michal Horak 4/4 G Brno, tf. Kpt. Jarose 20
Jakub Klemsa 8/8 GJV Klatovy, Nar. mug¢. 20
15.-19. Ondfej Bartos 6/8 G Zd4r n. S., Neumannova 19
Tadeas Dohnal 7/8 G Praha 5, Zborovska 19
Katefina Honzdkova 4/4 GJK Praha 6, Parléfova 19
Josef Ondfej 8/8 G Roznov p. R., Kor. Pas. 19
Martin Topfer 2/4 G Praha 6, Nad Stolou 19
20. Jifi Biolek 5/6 GPB Frydek-Mistek 18
21.-22. Hynek Jemelik 3/4 G Brno, ti. Kpt. Jarose 17
Petr Pafizek 6/6 GBN Hradec Kralové 17

23. Lukas Chlad 8/8 G Plzen, Mikuldsské ndam. 17
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ZADANI PRO SKOLNT ROK 2010-2011
Kategorie A

A-I-1. Kofeny rovnice
azt + b +a=1

v oboru realnych éisel jsou étyfi po sobé jdouci ¢leny rostouci
aritmetické posloupnosti. P¥itom jeden z téchto ¢lent je zaroven
IeSenim rovnice

bz? +az +a = 1.

Urcete vSechny mozné hodnoty realnych parametri a, b.
(Peter Novotny)

A-I-2. Necht k, n jsou pfirozena &isla. Z platnosti tvrzeni ,éislo
(n —1)(n 4+ 1) je délitelné &islem k“ Adam usoudil, Ze bud éislo
n — 1, nebo ¢&islo n + 1 je délitelné k. Urcete vSechna prirozena

¢isla k, pro néz je Adamova ivaha spravna pro kazdé prirozené n.
(Jan Mazdk)

A-I-3. Jsou dany kruznice k, [, které se protinaji v bodech A,
B. Oznacme K, L po fadé dotykové body jejich spole¢né te¢ny
zvolené tak, Ze bod B je vnitinim bodem trojihelniku AKL. Na
kruznicich k£ a [ zvolme po fadé body N a M tak, aby bod A byl
vnitinim bodem tusec¢ky M N. Dokazte, ze Ctyiuhelnik KLM N
je tétivovy, pravé kdyz pfimka M N je te¢nou kruznice opsané
trojihelniku AKL. (Jaroslav Surcek)

A-I-4. Mé&jme 6n Zetonl az na barvu shodnych, po tifech od kazdé
z 2n barev. Pro kazdé prirozené ¢islo n > 1 urcete pocet p,, vSech
rozdéleni takovych 6n Zetonl na dvé hromadky po 3n Zetonech,
kdy Zadné tfi Zetony téZe barvy nejsou ve stejné hromadce. Do-
kazte, Ze pn je liché ¢&islo, pravé kdyz n = 2% pro vhodné pfiro-
zené k.

(Jaromir Sim$a)
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A-I-5. Na kazdé sténé krychle je napsano pravé jedno celé ¢islo.
V jednom kroku zvolime libovolné dvé sousedni stény krychle a
¢isla na nich napsanda zvét§ime o 1. Urcete nutnou a postacujici
podminku pro odéislovani stén krychle na pocatku, aby po konec-
ném poc¢tu vhodnych krokt byla na vSech sténach krychle stejna
cisla. (Peter Novotnyj)

A-I-6. Dokazte, Zze v kazdém trojihelniku ABC' s ostrym thlem
pii vrcholu C (pfi obvyklém oznaceni délek stran a velikosti vniti-
nich Ghld) plati nerovnost

(a? 4 b?) cos(a — B) < 2ab.

Zjistéte, kdy nastane rovnost. (Jaromir Simsa)

KATEGORIE B

B-I-1. V oboru redlnych ¢isel vyreste soustavu

V2 +y? =z +1,
Vi+ 22 =241,
Va2 +at=y+1.

(Tomds Jurik)

B-I-2. Uvazujme vnitini bod P daného obdélniku ABCD a oz-
na¢me po fadé ), R obrazy bodu P v soumérnostech podle stiedi
A, C. Predpokladejme, Zze piimka QR protne strany AB a BC ve
vnitfnich bodech M a N. Sestrojte mnozinu vSech bodu P, pro
néz plati |M N| = |AB|. (Jaroslav Svréek)
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B-I-3. Necht a, b, ¢ jsou realna &isla, jejichz soucet je 6. DokaZte,
Ze aspon jedno z Cisel

ab+ bc, bc+ca, ca+ ab
neni vétsi nez 8. (Jan Mazdik)

B-I-4. Najdéte vSechna cela ¢isla n, pro néz je zlomek

n3 + 2010
n? + 2010

roven celému d&islu. (Pavel Novotny)

B-1-5. Zabyvejme se otazkou, které trojuhelniky ABC' s ostrymi
uhly pfi vrcholech A a B maji nasledujici vlastnost: Vedeme-li
sttedem vysky z vrcholu C t¥i pfimky rovnobéiné se stranami
trojuhelniku ABC, protnou je tyto primky v Sesti bodech lezicich
na jedné kruznici.

a) Ukazte, Ze vyhovuje kazdy trojihelnik ABC' s pravym thlem
pfi vrcholu C.

b) Vysvétlete, pro¢ Zadny jiny trojuhelnik ABC nevyhovuje.

(Jaromir Simsa)

B-1-6. Urcete pocet desetimistnych ¢isel, v nichz lze Skrtnout dveé
sousedni ¢islice, a dostat tak ¢islo 99krat mensi. (Jan Mazdk)
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KATEGORIE C

C-I-1. Lucie napsala na tabuli dvé nenulova ¢isla. Potom mezi né
postupné vkladala znaménka plus, minus, krat a déleno a vSechny
¢tyri priklady spravné vypocitala. Mezi vysledky byly pouze dvé
rizné hodnoty. Jaka dvé ¢isla mohla Lucie na tabuli napsat?
(Peter Novotny)

C-1-2. Dokazte, ze vyrazy 23z +y, 192+ 3y jsou délitelné ¢islem 50
pro stejné dvojice prirozenych Cisel z, y. (Jaroslav Zhouf)

C-1I-3. Méame ¢étverec ABCD se stranou délky 1 cm. Body K a L
jsou stfedy stran DA a DC. Bod P leii na strané AB tak, Ze
|BP| = 2|AP|. Bod Q leii na strané BC tak, ze |CQ| = 2|BQ)|.
Usetky KQ a PL se protinaji v bodé X. Obsahy é&tyithelniki
APXK, BQXP, QCLX a LDKX oznatime postupné Sy, Spg,
Sc, Sp (viz obrazek).

a) Dokaite, ze Sp = Sp.
b) Vypoctéte rozdil S¢ — S4.
c) Vysvétlete, proc¢ neplati Sq + S¢c = Sp + Sp.
(Peter Novotny)

D L C
Sp So
K X
Q
Sa S
A P B

C-I-4. Ve skupiné n zaku spolu néktefi kamaradi. Vime, ze kazdy
ma mezi ostatnimi aspon ¢tyri kamarady. Ucitelka chce Zaky roz-
délit do dvou nejvyse tyiélennych skupin tak, ze kazdy bude mit
ve své skupiné alespon jednoho kamarada.
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a) Ukazte, ze v piipad& n = 7 lze zdky poZadovanym zptisobem
rozdélit.

b) Zjistéte, zda lze zaky takto rozdélit i v pfipadé n = 8.
(Tomds Jurik)

C-I-5. Dokazte, Ze nejmensi spoleény nasobek [a, b] a nejvétsi spo-
lecny délitel (a, b) libovolnych dvou kladnych celych &isel a, b spl-

niuji nerovnost
a -(a,b) +b-[a,b] > 2ab.

Zjistéte, kdy v této nerovnosti nastane rovnost.
(Jaromir Simsa)

C-I-6. Je dan lichobéznik ABCD. Stied zakladny AB ozna¢me P.
Uvazujme rovnobézku se zakladnou AB, ktera protina usecky AD,
PD, PC, BC postupné v bodech K, L, M, N.
a) Dokazte, ze |[KL| = |[M N|.
b) Urcete polohu pfimky KL tak, aby platilo i |[KL| = |LM|.
(Jaroslav Zhouf)



