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MOCNINY PRIROZENYCH CISEL
A SOUCTY LICHYCH CISEL PO SOBE JDOUCICH

EMIL CALDA

Je vSeobecné znamo, zZe soucet prvnich n ¢lenti posloupnosti
lichych ¢éisel je roven druhé mocniné ¢isla n:

1+3+5+-+(2n—1) =n?

Uvédomime-li si, Ze tento vysledek znamena, Ze ,,Druhou mocninu
kazdého prirozeného ¢isla n 1ze vyjadrit jako soucet n lichych ¢isel
1,3,5,...,(2n — 1)“, miZeme se ptat:
Je mozné vyjddiit k-tou mocninu (k = 2,3,4,5, ... ) kaZdého pri-
rozeneho ¢isla n jako soucet n po sobé jdoucich lichych cisel?

K tomu, abychom na tuto otdzku mohli odpovédét, provedeme
nékolik ,,pokusti“:

3 =7+9+11

31 =25427+429

3°=79+481+83

43 =13+15+17+19

4* = 61 4 63 + 65 + 67

4° = 253 + 255 + 257 + 259

53 =21 + 23 4+ 25 + 27 + 29

5% = 121 4 123 + 125 + 127 + 129

6% =31 +33+35+37+39+41

6% = 211 + 213 + 215 + 217 + 219 + 221
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Vsimnéme si nejprve mocnin ¢isel 3 a 5. Vidime, Ze v posloup-
nostech séitanci pro 33, 34, 3%, 53 a 5% jsou prostiedni séitanci
po fadé 32, 33, 34, 52 a 53. Na zakladé tohoto pozorovani mizeme
vyslovit domnénku, Ze ve vyjadieni mocniny n* lichého &isla n
ve tvaru souctu n po sobé jdoucich lichych ¢isel je prostfednim
¢lenem této posloupnosti &islo n*~1. Zda se tedy, Ze mocnina n*
lichého ¢isla n se d4 vyjadrit ve tvaru

(n* 1 —a)+ (n* ' —a+2) +-- + (nF1 - 2) 0k 14
+ (4 2) 4+ 4 (nF ),

pricemz v n-Clenné posloupnosti téchto s¢itanci s prvnim ¢lenem
k—1

n+1 )
('nk’1 — a) ma prostiedni ¢len n index . Protoze jde o

aritmetickou posloupnost s diferenci d = 2, plati

nk=1 _ (nk—l_a)+ (";Ll _1> .2,

odkud vypocteme
a=n-—1.

Po dosazeni do vyse uvedeného souc¢tu pomérné snadno ovéiime,
7e je skutecné roven n*. Dokazali jsme tak:
Pro vsechna licha ¢isla n a pro kaZdé prirozené ¢islo k > 2 plati:

=t —n+ )+ (0P —n+3) + o+ (T -2) 4
A (P 2) + (P )+ (P - 3) +
+ (1t +n-1).

VsSimnéme si nyni mocnin Cisel 4 a 6. V kazdé posloupnosti séi-

tancti pro 43, 44, 45, 62 a 6% jsou nyni dva prostfedni ¢leny:

42 — 1 a 4% + 1 pro 43,
43 —1 a 43 +1 pro 44,
4% — 1 a 4% + 1 pro 45,
62 +1 a 62+ 1 pro 63,
63 -1 a 63+ 1 pro 6.
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Na zakladé tohoto zjisténi pojmeme podezfeni, Ze ve vyjadreni
mocniny n* sudého ¢isla n ve tvaru souétu n po sobé jdoucich
lichych &isel jsou prostiednimi &leny této posloupnosti &isla nf—1 —
—1 a nF~! + 1. Znamena to, Ze mocnina n* sudého &isla n by se
mohla dat vyjadrit ve tvaru

(R —b) + (RF 1 —b+2)+- + (PP -3) + (- 1) +
+ (1) 4 (P 4b)

V n-&lenné posloupnosti t&chto séitancti s prvnim ¢lenem (n*~1 — b)

a s diferenci d = 2 ma c¢len (n"“l — 1) index g — 1, takze plati

odkud vypodéteme
b=n-—1.

Dosazenim do pfedchéazejiciho souétu pomérné snadno zjis-
time, Ze je skuteéné roven nk. Tim je dokazano:
Pro vsechna sudd ¢isla n a kaZdé prirozené cislo k > 2 plati:

nf = —n+ )+ (0 —n3) -+ (R -3) +

+ (P -1+ (TP )+ (T 43+ (0T - 3) 4+
+ (' +n—1)

Na otazku poloZenou v ivodu uz umime odpovédét:

Pro vsechna prirozend ¢isla n a kaZdé prirozené cislo k > 2 lze
mocninu n* zapsat ve tvaru souctu n po sobé jdoucich lichich
cisel.
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