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EGYPTSKÉ ZÁPISY ZI.lOMKÚ IV

(Obtížně vyjádřitelné zlornky)

LADISLAV BERAN, MILAN l'RCH

V předcházejících článcích o egyptských zápisech zlomků bylo
ukázáno, že každé kladné racionální číslo je možné zapsat součtem
konečného počtu po dvou různých kmenových zlomků. V tomto
článku ukážeme, že pro libovolné přirozené číslo n vždy existuje
nekonečně mnoho kladných racionálních čísel menších než jedna,
která nelze vyjádřit součtem méně než n kmenových zlomků.

Budeme-li chtít využít egyptských zápisů zlomků ke zpestření

výuky, nebude možné vyjadřovanáčísla volit libovolně. Vždy bude
nutné předem bedlivě zvážit, zda je možné příslušné zlomky vy­
jádřit v reálném čase.

Vyjádření racionálních čísel součtem kmenových zlomků

Kmenovým zlomkem se rozumí každý zlomek ~ , kde q je přiro­

zené číslo q > 1. Libovolný součet konečného počtu n kmenových
zlomků, kde 1 < n, představuje nějaké kladné racionální číslo T.

Součet konečného počtu racionálních čísel nezávisí na jejich
pořadí ani na jejich uzávorkování. Proto je možné každý součet TL

po dvou různých kmenových zlomků uspořádat tak, že jsou tyto
zlomky seřazeny postupně zleva doprava od největšíhokmenového
zlomku k nejmenšímu.

Egyptským zápisem kladného racionálního čísla 1~ je každý sou-
.... t dvou různč h k ' 1 1 kř 1 1 1ce n po vou ruznyc menovycn z om II -a ' - , ••• , - , pro

1 U2 UTl

k ' latí 1 lIB d 1· ...... , v' Itery p ati T = - + - + ... + -. u e- 1 pro prlrozena CIS aa} a2 a n

al, a2, ... ,an zároveň platit 1 < al < a2 < ... < an , pak je
příslušný egyptský zápis racionálního čísla 7~ jednoznačně určen

uspořádanou n-ticí přirozených čísel (al, a2, ... ,an ) .
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Pro racionální číslo r budeme dále rozumět egyptskÝ1n vyjád­
řením řádu n právě uspořádanou n-tici přirozených čísel (al, a2,
... , a·rt ) , pro kterou platí 1 < a1 < a2 < ... < a., a zároveň

1 1 I
r == - + - + ...+-.

al a2 a u

Množinu všech takových uspořádaných n-t ic pro dané raci-
onální číslo r budeme značit symbolem Vn(r). Symbolem V(r)
budeme značit sjednocení množin Vn(r) pro všechna přirozená

čísla n > 1.

Odhady racionálních čísel součtem různých kmenových
zlomku

Jestliže pro racionální číslo r existují přirozená čísla k, bl, b2 ,

... , bk taková, že 1 < bl < b2 < ... < bk a zároveň bll + b~ + ... +
1 k v I 1 1 k-tů dl"+ bk < r, pa soucet 1>; + b2 + ... + ·b

k
nazveme - ym o tiuti

odhadem egyptského typu čísla r. O uspořádáné k-tici přirozených
čísel (bl, b2 , •.• ,bk) budeme říkat, že určuje příslušný k-tý dolní
odhad čísla r.

Jestliže pro racionální číslo r existují přirozená čísla m, Cl, C2,

tk "V 1 ' v 1 +1... , Cm a ova, ze < Cl < C2 < ... < Cm a zaroven - -C +
Cl 2

+ .. . + _1 > r, pak nazveme součet ..!... -t- ~ + ... + _1 n -tým
CTr~ Cl C2 Cm

horním odhadem egyptského typu čísla r, O uspořádáné m-tici
přirozených čísel (Cl,C2, ... ,Cm) budeme říkat, že určuje příslušný

m-tý horní odhad čísla r.
P k vcl' v' , v, I I tí 1 + 1 + + 1ro az e pnrozene C1S o ti pal 2u +l 271 +2 . . . 2n+ 2n >

> 2n . 2u1+1 ~ ~. Součet dostatečného počtu po sobě jdoucích

k ' h I k o I lIt o že bč t v d ět v , ....rnenovyc z om u k' k+l'" . , k+n pro o muze y vz y V Sl nez
předem dané kladné reálné číslo r pro libovolné přirozené číslo k.
Proto platí následující věta:

Věta 1. Pro každé přirozené číslo k a reálné číslo r > ~ existuje

v· " v" l t k "v 1 ti 1 1 1 <pruozene cts o n a ove, ze p a ~ k + k+l + ... + k+n-l < r _
1 1 I

< k + k+ 1 + ... -+- k+n'

Předpokládejme, že pro kladné racionální číslo r a přirozená
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čísla k, a1, a2, ... ,ak taková, že 1 < al < a2 < ... < aJc , platí l--t-
al

IIp t t k' díl 1 1 1 v cl t .+-+...+- < r. O om a e roz 1 r----- ... - pre s -avuJe
a2 ak al a2 Q.k

kladné racionální číslo s. Zvolíme-li libovolně přirozené číslo b tak,
aby ak < b, potom podle uvedené věty existuje přirozené číslo ni

tk ' vll 1 <1 1 1 1
a ove, ze b + b+1 + ... b+nt < s - b + b+1 + ... b+rn + b+rn+1 .

B d 1· 1 1 1 1 1 v' 1 tu e- 1 s = b + b+1 + ... + b+rn + b+m+l' ze CIS o r zapsa

součtem po dvou různých kmenových zlomků ve tvaru (~ + .!. +
al a2

1) (1 1 1 1)+ ... + ak + b + b+l + ... b+nt + b+m+1 .

Bude-li platit s < i + b:-l + -r- b~rn + b+'~+l ' potom bude

platit nerovnost O < s - i- b~l - - b:nt < b+~+l' Pak existují
přirozená čísla n, Cl, C2, . . . , Cn tak, že b+ rn + 1 < Cl < C2 < ... <

t l l 1 r"f1 ' v ·'1 ' v, 1< Cn a = - + - + ... + -. iO znamena, ze r'acrorta ni CIS o r
Cl C2 CTI.

lze zapsat součtem po dvou různých kmenových zlomků ve tvaru
( 1 1 1) (1 1 1 1) (1 1
~ + a2 + ... + ak + b + b+1 -t- ... + b+nl + b+1n+1 + c;- + C2 +

+ ... + 1-). Tím je dokázána následující věta:c.,

Věta 2. Pro každé piirozeně číslo k > 1 a libovolný z k-tých
dolních odhadů čísla r , který je určen uspořádanou k-ticí (a1, a2,

... , ak), existují přirozená čísla n, bk+1' bk+2' ,bk+n taková, že

platí ak < bk+1 < bk+2 < ... < bk+n a r = ~ + + ~ + -b 1 +
al ak k +l

1+ ... +-.
bk+n

Z každého dolního odhadu kladného racionálního čísla T lze
doplněním konečného počtu po dvou různých kmenových zlomků

vytvořit egyptský zápis daného čísla r.

Součty po sobě jdoucích kmenových zlornků a o dhady
racionálních čísel

Předpokládejme, že n > 1 je přirozené číslo a r je libovolné
kladné racionální číslo. Potom buďplatí nerovnost 4+~+· .. n~l <
< r, anebo existuje alespoň jedno přirozené číslo m > 2 takové,
Vit' 1 1 1ze pal m+1 + m+2 + ... + nt+n < r.

Ve druhém případě existuje mezi takovými přirozenými čísly

m > 2 nejmenší přirozené číslo s touto vlastností. To znamená, že
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pro daná čísla ti > 1 a r pak existuje jednoznačně určené přirozené

"" I k t k ' '" I tí 1 1 1 < 1 1
CIS o a ove , ze pal k +1 + k +2 + ... k+ n < r - Je + k +l +

1+ ... k +n-l·

Řekneme, že k-tý dolní odhad racionálního čísla T určený uspo­
řádanou k-ticí (a1, a2 , ... ,ak) není nasycený, jestliže platí jedna
z následujících dvou podmínek:

(1· ) 1 T a zá vlI lI 1< a1 - a zaroven - + - + ... - < al -l + U2 + ... +
Ul a2 Uk

+..!. <1'.
a ; '

(ii) existuje index 1 < i < k tak, že ai-l < tu - 1 a zároveň
1 1 1 1 III 1
~ + a2 + ... ak < a;- +...+ a i -l + a i -l + a 'i + l +...+ Uk < T.

Pokud neplatí ani jedna z těchto podmínek, budeme říkat , že
k-tý dolní odhad racionálního čísla T určený uspořádanou k-ticí
(a1, a2, .. . , ak ) je nasycený. Není-li k-tý dolní odhad čísla T ur­
čený uspořádanou k-ticí (al, a2, . . . , ak) nasycený, potom ho lze
nahradit alespoň jedním přesnějším k-tým dolním odhadem ra­
cionálního čísla 1~. Proces postupného sycení dolních odhadů ale
nelze provádět bez omezení. Po konečně mnoha krocích vždy musí
vést k dolnímu odhadu daného čísla, který je nasycený.

Bude-li m-tý dolní odhad čísla r určený uspořádanou k-ticí
(a1, a2, ... ,am ) nasycený, POtOIIl musí pro přirozené číslo a1 plati t
podmínka a1 < k. V opačném případě by tot iž uspořádaná rn­

tice (k, k + 1, ... ,k + m - 1) určovala horní odhad racionálního
čísla r a zároveň m-tý dolní odhad součtu m kmenových zlomk ů
111
~'a2'···' um ·

Racionální čísla obtížně vyjádřitelná součty kmenových
zlomků

Pro součet dvou různých kmenových zlomků platí: 2- + 2- <
U l U2 -

< 1 1 5 PtI .,I ' "" I 5 1 t_ 2" + 3 == 6· ro o ne ze raciona m CIS o 6 < r < zapsa
součtem dvou různých kmenových zlomků.

Příklad 1 . Ukažte, že existuje nekonečněmnoho racionálních čí­

sel O < r < 1, která nelze zapsat součtem tří po dvou T'71zných
kmenových zlomků.
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Řešení: Snadno ověříme, že pro součet tří po sobě jdoucích kme-
, h I k o I t.í tll 1 19 1 13 1novyc z om u pal nerovnos : 3" + 4" == '5 == 20 < < 12 == 2: +

1 1
+ 3" + '4.

(i) Platí-li pro dolní odhad racionálního čísla 1 určený uspořá­

danou trojicí (al, a2, a3) nerovnost 3 < a1 < a2 < a3, pak
t k' I t' 1 1 1 < 1 1 1 1a e pal: al + a2 + a3 - 3" + 4 + 5 < .
To znamená, že každý z takových dolních odhadů určený

trojicí (al, a2, a3) lze v tomto případě nahradit přesnějším

odhadem (3,4,5). Protože ~ + ~ + ~ == ~~, není dolní od­
had čísla 1 určený trojicí (3,4,5) nasycený a je možné ho
nahradit přesnějšímdolním odhadem, který je určen trojicí
(2,4,5).

Proto se dále omezíme pouze na dolní odhady čísla 1 určené

trojicí (al, a2, a3), pro které je 2 < al < 3. Tuto podmínku
splňuje jedině přirozené číslo a1 == 2.

(ii) Bude-li (2, a2, a3) libovolný z dolních odhadů racionálního
čísla 1, pak dvojice (a2, a3) určuje dolní odhad zlomku ~.

V tomto případě však pro součty dvou po sobě jdoucích
I k o I tí tll 9 1 7 1 1

Z om u pal nerovnos 4" + '5 == 20 < < 12 = 3" + 4".

Kdykoliv bude 4 < a2, pak bude platit :2 + (:3 < i + ~ < ~,

a proto bude -2
1 + ...L + -L < 1. Proto každý z takových dol-

a2 a3
ních odhadů čísla 1 určený trojicí (2, a2, a3) lze v tomto pří-

padě nahradit přesnějším dolním odhadem určeným trojicí
(2,4,5) . Protože ~+~+ ~ = ~~, je dolní odhad čísla 1 určený

trojicí (2,4,5) nasycený.

Zbývá tedy prozkoumat případy, kdy dolní odhady určené

trojicí (2, a2, a3) splňují podmínku 2 < a2 < 4. Tuto pod­
mínku však splňuje pouze přirozené číslo a2 = 3.

(iii) Je-li ale (2,3, «s) libovolný dolní odhad racionálního čísla 1,

pak musí platit 3 < al a zároveň a13 < ~. Odtud ihned plyne
a3 > 7. To opět znamená, že každý z takových dolních od­
hadů čísla 1 určený trojicí (2,3, a3) lze v tomto případě na-
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hradit přesnějšímdolním odhadem určeným trojicí (2,3,7).

Protože ~ + ~ + i = ~' je dolní odhad čísla 1 určený tro­
jicí (2,3,7) nasycený. Existují tedy pouze dva nasycené dolní
odhady čísla 1, které jsou určeny trojicemi (2,4,5) a (2,3,7).

P t v l 1 1 19 41 1 1 1 I tí lib I 'ro oze '2 + 4 + '5 = 20 < 42 = '2 + '3 + "7' P a I pro I ovo ny
v t třl dvou různč h k ' h I k o 1 1 1 <souce rl po vou ruznyc menovyc z om II - + -.-+-

al a2 a3 -
41

< 42'

To znamená, že žádné racionální číslo :~ < r < 1 nelze
vyjádřit součtem tří po dvou různých kmenových zlomku.

Příklad 2. Ukažte, že existuje pouze nekonečný počet nasycených
dolních odhadů čísla 1, které jsou součtem čtyř různých kmenových
zlomků, a najděte největší z nich.

Ř Š ~ Pl' 19 1 1 1 1 1 1 1 1e enn ro n = 4 p atí 20 = '3 + 4 + '5 + 6 < 1 < '2 + '3 + 4 + '5 =

77 P tvl 1 1 1 67 čui čt V' (3 4 5 6) . d= 60· ro oze '2 + 4 + '5 + 6 = 60' ur uje vence '" Je en
z nasycených dolních odhadů čísla 1. Pro každý další nasycený
dolní odhad určený čtveřicí (Xl, X2, X3, X4) musí platit 1 < Xl < 3,
tedy Xl = 2. Přitom uspořádaná trojice (X2, X3, X4) určuje dolní
odhad čísla ~'

1 , 73 1 I 1 1 1 1 1 107
Pro n = 3 a '2 platí 168 = 6 + 7 + '8 < '2 < '5 + 6 + 7 = 210·

Pro nasycené dolní odhady určené čtveřicí (2, X2, X3, X4) platí pod-
mínka 2 < X2 < 6. Lze ověřit, že platí následující nerovnosti: ~ +
111 1111 1111 1111

+ '3 + '7 + 43 < 1 = '2 + 3" + 7 + 42 a '2 + 3" + '8 + 25 < 1 = 2 + 3" + '8 + 24 ;
11 1 1 II 1 1 11 1 1 1
'2 + 3" + 9 + 19 < 1 = '2 + 3" + 9 + 18 a '2 + '3 + 10 + 16 < 1 = '2 +

1 1 II 1 1 1 1 1 1 1
+ '3 + 10 + 15; '2 + '3 + TI + 14 < 1 = '2 + '3 + TI + 13'

Čtveřice (2,3, 7,43), (2,3,8,25), (2,3,9, 19), (2,3, 10, 16) a
(2,3,11,14) určují šest nasycených dolních odhadů čísla 1. Ctve­
řice (2, 3, 12, 13) určuje dolní odhad čísla 1, který není nasycený,

v ,1 1 1 1 1 1 1 1
protoze platí '2 + '3 + 12 + 13 < 2" + '3 + TI + 13'

Dále lze ověřit, že také platí: ~ + ~ + ~ + 2
11 < 1 = ~ + ~ + k+ 2

10

1111 11111111 1111
a 2+4+6+13 < 1 = 2+4+6+12; 2+4+7+10 < 1 = 2+4+7+9
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1111 11111111 1111a - +- + - + - < 1 == - + - + - + -_ . - +--t---~-- < 1 == _·+--t- ·_-t-·-2 4 8 9 2 7 8 8' 2 5 6 8 2 5 6 7·

Čtveřice (2,4,5,21), (2,4,6,13), (2,4,7,10), (2,4,8,9) a
(2,5,6,8) určují zbývající nasycené dolní odhady čísla 1. Existuje
tedy celkem dvanáct nasycených dolních odhadů čísla 1. Uspořá­

daná čtveřice (2,3,7,43) určuje největší ze všech dolních odhadů

'V, lIP t v, dné . , I ' v' 1 které I ti 1 805 1CIS a . ro o za ne racion a ni CIS o r , pro ere pal 1 806 < 1" < ,
není možné vyjádřit součtem nejvýše čtyř po dvou různých kme­
nových zlomků.

Závěr

To, co bylo dokázáno pro nasycené dolní odhady složené ze
dvou, tří a čtyř kmenových zlomků, je možné dále zobecnit. Oba
příklady poukazují na to , že pro každé přirozené číslo TL > 1 a li­
bovolné kladné racionální číslo T lze nahradit nekonečnou mno­
žinu Dn(r-) všech možných n-tých dolních odhadů racionálního
čísla 1" konečnou množinou nasycených n-tých dolních odhadů ra­
cionálního čísla T. Proto mezi nasycenými dolními odhady klad­
ného racionálního čísla T < 1 existuje n-tý dolní odhad, který má
maximální hodnotu 17~ < T < 1. Zkušenosti získané řešením úloh
a existence maximálního n-tého dolního odhadu kladného racio­
nálního čísla r < 1 umožňuje formulovat dva důležité poznatky.

(1) Každý dolní odhad libovolně daného racionálního čísla lze
vždy doplnit vhodnými kmenovými zlomky tak, že vzniklý
součet po dvou různých kmenových zlomků představuje je­
den z možných egyptských zápisů daného racionálního čísla.

Proto lze pro libovolné kladné racionální číslo nalézt neko­
nečně mnoho různých egyptských zápisů tohoto čísla. Mno­
žinu všech egyptských zápisů daného racionálního čísla není
možné žádným konečným počtem konstrukcí vyčerpat.

(2) Pro každé přirozené číslo n existuje nekonečně mnoho ra­
cionálních čísel T < 1, která nebude nikdy možné vyjádřit

součtemnejvýše n různých kmenových zlomků. 1'0 znamená,
že existují obtížně vyjádřitelnáracionální čísla, která nebude
nikdy možné v daném čase vyjádřit součtem různých ti kme­
nových zlomků.
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