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EGYPTSKE ZAPISY ZLOMKU 1V

(Obtizné vyjadritelné zlomky)
LADISLAV BERAN, MILAN TRCH

V predchazejicich ¢lancich o egyptskych zapisech zlomk bylo
ukazano, Ze kazdé kladné racionalni ¢islo je mozné zapsat souctem
kone¢ného poctu po dvou riznych kmenovych zlomki. V tomto
¢lanku ukazeme, Ze pro libovolné prirozené c¢islo n vzdy existuje
nekoneéné mnoho kladnych racionalnich ¢isel mensich nez jedna,
ktera nelze vyjadrit sou¢tem méné nez n kmenovych zlomk.

Budeme-li chtit vyuzit egyptskych zapisi zlomki ke zpestieni
vyuky, nebude mozné vyjadfovana ¢isla volit libovolné. Vzdy bude
nutné predem bedlivé zvazit, zda je mozné pfislusné zlomky vy-
jadrit v realném case.

Vyjadfeni racionalnich éisel sou¢tem kmenovych zlomku

Kmenovym zlomkem se rozumi kazdy zlomek ;11-, kde q je priro-
zené Cislo ¢ > 1. Libovolny soucet kone¢ného poctu n kmenovych
zlomki, kde 1 < n, pfedstavuje néjaké kladné racionalni cislo 7.

Soucet kone¢ného podétu racionalnich Cisel nezavisi na jejich
pofadi ani na jejich uzavorkovani. Proto je mozné kazdy soucet n
po dvou riznych kmenovych zlomki usporadat tak, Ze jsou tyto
zlomky sefazeny postupné zleva doprava od nejvétsiho kmenového
zlomku k nejmensimu.

Egyptskym zdpisem kladného racionalniho ¢isla r je kazdy sou-

o /’ ’ o 1 1 1
¢et n po dvou riznych kmenovych zlomki -, a0 0 ao bro

ktery plati r = ;1; + ;1; b LR o 511— Bude-li pro pfirozena disla
ai,as,...,a, zaroven platit 1 < a; < az < -+ < an, pak je
prislusny egyptsky zapis racionalniho ¢isla r jednozna¢né urcen
uspofadanou n-tici pfirozenych ¢isel (a1, a2, ..., a,).
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Pro raciondlni ¢islo » budeme dale rozumét egyptskym vyjdd-
fenim Tddu n pravé uspofadanou n-tici pfirozenych &isel (a1, as,
.y @n), pro kterou plati 1 <a; <ap; < -+ < a, a zaroven
1 1
r=o- 4o+t

an’
Mnozinu vSech takovych usporddanych n-tic pro dané raci-
onalni ¢islo r budeme znacit symbolem V;,(r). Symbolem V(r)
budeme znafit sjednoceni mnozin V,,(r) pro vSechna pfirozena

éisla n > 1.

Odhady racionalnich é&isel sou¢tem ruznych kmenovych
zlomku

JestliZe pro raciondlni ¢islo r existuji pfirozena Cisla k, by, bs,
, br takova, Ze 1 < b; < by < -+ < by a zaroven %+31;+...+

+ é < r, pak soudet % + % + 4 ;,-1; nazveme k-tym dolnim

odhadem egyptského typu éisla r. O usporadané k-tici prirozenych

¢isel (b1, be,...,bx) budeme fikat, Ze urcCuje pfislusny k-ty dolni
odhad ¢isla 7.

JestliZze pro raciondlni éislo r existuji prirozena ¢isla m, c;, ¢,

y T takové Zel<c <c << cm a zérovex'l —1- + ~1— -+

s -l pak nazveme soucet — + — + -+ + —: n- tym
hormm odhadem egyptského typu czsla i O usporadane m-tici
pfirozenych éisel (¢, ¢z, . . ., ¢ ) budeme Fikat, Ze urcuje prislusny
m-ty horni odhad ¢isla 7.

Pro kazdé prirozené éislo n plati 2u1+1 + 2,.14_2 4+ 4 —2—,1—1—2—‘ >

> 2™ . —I;T = 1 Soucet dostateéného poctu po sobé jdoucich

1 l o v ’ v v/ e
kmenovych zlomku B RFD -+ kg Proto muze byt vzdy vétsi nez

pfedem dané kladné realné élslo r pro libovolné pfirozené Cislo k.
Proto plati nasledujici véta:

Véta 1. Pro kazdé prirozené Cislo k a redlné cislo r > 715 existuje
v e 7 v/ I v ”, l l
prirozené Cislo n takové, Ze plati ¢ + 77 + -+ + EEITII <r<
1 1 1
SEte ot Ew

Predpokladejme, Ze pro kladné racionalni éislo r a prirozena
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éisla k,a1,as,...,ar takova,Ze 1 < a; < as < --- < ay, plati 'al, -+

1 1 , , 11 T T
+o ot < Potom také rozdllr—a—z—. G predstavuje

kladné racionalni ¢islo s. Zvolime-li libovolné prirozené ¢islo b tak,
aby ar < b, potom podle uvedené véty existuje prirozené cislo m
¢ x. 1 1 1 1 1 1 1
takové, zZe st T g <s<yzteat-wmm T rEan
s = 1 1 1 l v/’
Bude-li s = § + 537+ + 55 + 551y 12€ Cislo 7 zapsat

souctem po dvou riznych kmenovych zlomki ve tvaru (% -+ ;1; +
1 1 1 1 1
+---+;—;)+(3+m+---b+m + 5Fmr1):
1

Bude-li platit s < % o b?l”f = 2w v b+1m gl sw=rn

platit nerovnost 0 < s— % S S : 1

b+1 57 < 33maT- Pak existuji
prirozena éisla n,cy,co,...,cp tak, Zeb+m+1<cy <y < -+ <

1 1 ’ v . rd 4 v/
< epAl= i el oo To znamend, Ze racionalni Cislo r

potom bude

1
Cn
lze zapsat sou¢tem po dvou rtiznych kmenovych zlomku ve tvaru
1 1 1 1 1 1 1 1 1
(E—{+Z;+"'+E:)+('E+F-+-_l+”'+b+m+b+m+l)+(a—+c_£+
+ . .+_ _1.

Cn

). Tim je dokazana nasledujici véta:

Véta 2. Pro kaZdé prirozené cislo k > 1 a libovolny z k-tych
dolnich odhadi ¢isla r, ktery je uréen uspotddanou k-tici (a1, az,
..., ag), existuji prirozend cisla n,bx4+1,bk+2, ..., bk+n takovd, Ze
plati ax < biy1 < bky2 <+ < bgyn ar = a1—1+---+-7+

ot

bk+u '

Z kazdého dolniho odhadu kladného raciondlniho ¢isla r lze
doplnénim koneéného poctu po dvou riznych kmenovych zlomk
vytvorit egyptsky zapis daného cisla 7.

Souc¢ty po sobé jdoucich kmenovych zlomka a odhady
racionalnich disel

Predpokladejme, Ze n > 1 je pfirozené Cislo a r je libovolné

kladné racionalni ¢islo. Potom bud plati nerovnost %+%+. . nil <
< r, anebo existuje alespon jedno prirozené Cislo m > 2 takové,
ze plati 'nTl;CT"'E%FE"'”"*' min < 7.

Ve druhém pfiipadé existuje mezi takovymi pfirozenymi Cisly

m > 2 nejmensi prirozené ¢islo s touto vlastnosti. To znamena, ze
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pro dand ¢islan > 1 a r pak existuje jednoznacné urcené prirozené

2 5 c 1 1 1 1 1
Cislo k takové, Ze plati v + gz + - 57 <7 < g+ ®m1 t+
1

+ e m.

Rekneme, ze k-ty dolni odhad racionalniho éisla r uréeny uspo-
fadanou k-tici (a1,as,...,ax) neni nasyceny, jestlize plati jedna
z nasledujicich dvou podminek:

: . < 1 1 1 1
(i) 1 <a1—1azérovell .-+ - +....- <

a a—
1
+21—1<7’

1
I+a;+"'+

(ii) existuje index 1 < 7 < k tak, Ze a;—; < a; — 1 a zdroven
1,1 1 1 1 1 1 1
a+a;+...a—lc‘<a‘+"‘+ail+ai__l+ +"'+a’;<l.

- @i41

Pokud neplati ani jedna z téchto podminek, budeme fikat, Ze
k-ty dolni odhad racionalniho ¢isla r urfeny usporadanou k-tici
(a1,az,...,ar) je nasyceny. Neni-li k-ty dolni odhad éisla  ur-
¢eny usporadanou k-tici (a1,as,...,ar) nasyceny, potom ho lze
nahradit alespon jednim piesnéj$§im k-tym dolnim odhadem ra-
cionalniho ¢isla 7. Proces postupného syceni dolnich odhadt ale
nelze provadét bez omezeni. Po koneéné mnoha krocich vzdy musi
vést k dolnimu odhadu daného déisla, ktery je nasyceny.

Bude-li m-ty dolni odhad ¢isla r uréeny usporadanou k-tici
(a1, a2,...,a,) nasyceny, potom musi pro pfirozené ¢islo a; platit
podminka a; < k. V opaéném piipadé by totiz usporadana m-
tice (k,k+ 1,...,k +m — 1) urdovala horni odhad racionéalniho

Cisla r a zaroven m-ty dolni odhad sou¢tu m kmenovych zlomki
11 1

al,a2,...,am.

Racionalni éisla obtizné vyjadfitelna soué¢ty kmenovych
zlomku

Pro soucet dvou riznych kmenovych zlomki plati: Zl; + 51—; =

1, 1 e ooar o w8
< s5+3 = g. Proto nelze racionalni ¢islo ¢ < r < 1 zapsat

sou¢tem dvou raznych kmenovych zlomki.
Priklad 1. UkaZzte, Ze existuje nekoneéné mnoho raciondlnich ¢i-
sel 0 < r < 1, kterd nelze zapsat souctem tii po dvou riznych

kmenovych zlomkii.
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Reseni: Snadno ovéfime, Ze pro soudet tii po sobé jdoucich kme-

novych zlomkt plati nerovnost: % + ;11- = % = ;—g <1l % = % =
+3+ 3
(i) Plati-li pro dolni odhad racionélniho ¢isla 1 ureny uspoia-

(iii)

danou trojici (a1, az2,a3) nerovnost 3 < a; < a2 < ag, pak
také plati: a—11+5!2—+51-3-3 %+%+-51;<1.

To znamena, Ze kazdy z takovych dolnich odhadl urceny
trojici (a1, a2, a3) lze v tomto pripadé nahradit presnéjsim
odhadem (3,4,5). Protoze % + % + % = %%, neni dolni od-
had ¢éisla 1 urceny trojici (3,4,5) nasyceny a je mozné ho
nahradit presnéj$im dolnim odhadem, ktery je urcen trojici
(2,4,5).

Proto se dale omezime pouze na dolni odhady ¢isla 1 uréené
trojici (a1, as,as), pro které je 2 < a; < 3. Tuto podminku
splnuje jediné pfirozené Cislo a; = 2.

Bude-li (2, a2, a3) libovolny z dolnich odhadi racionalniho
¢isla 1, pak dvojice (az,a3) urcuje dolni odhad zlomku %
V tomto pripadé vsak pro souéty dvou po sobé jdoucich
zlomk plati nerovnost % + % = 2,% <l< 1—72 = % + %.

Kdykoliv bude 4 < a,, pak bude platit -+ < 1 + 3 < 3,
a proto bude % + -&12- + 51; < 1. Proto kazdy z takovych dol-
nich odhadi ¢isla 1 uréeny trojici (2, az, a3) lze v tomto pfi-
padé nahradit presnéjsim dolnim odhadem uréenym trojici
(2,4,5). Protoze %+%+% = —g—é, je dolni odhad ¢isla 1 urceny
trojici (2,4, 5) nasyceny.

Zbyva tedy prozkoumat pripady, kdy dolni odhady urcené
trojici (2, az,as) spliuji podminku 2 < a; < 4. Tuto pod-
minku vSak spliiuje pouze pfirozené cislo as = 3.

Je-li ale (2,3, a3) libovolny dolni odhad racionélniho d&isla 1,
pak musi platit 3 < a; a zaroven a% < %. Odtud ihned plyne

az > 7. To opét znamena, Ze kazdy z takovych dolnich od-
had ¢isla 1 uréeny trojici (2,3, a3) lze v tomto piipadé na-
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hradit pfesnéj$im dolnim odhadem uréenym trojici (2,3, 7).
Protoze % 4 —;— 4 31- — g—, je dolni odhad ¢isla 1 urceny tro-
jici (2, 3, 7) nasyceny. Existuji tedy pouze dva nasycené dolni
odhady ¢isla 1, které jsou uréeny trojicemi (2,4,5)a(2,3,7).

Protoze -;—-{— % +—;— = -;—-g— < = 41 =3 o + =, plati pro llbovolny

soucet t¥i po dvou riznych kmenovych zlomkii - e ;; - E <

<%

’, v v ¢ ', L3 s ’ & 41
To znamend, Ze Zadné raciondlni €islo 73 < r < 1 nelze
vyjadrit souétem tii po dvou riznych kmenovych zlomk.

Priklad 2. UkaZte, Ze existuje pouze nekonecny pocet nasycenych
dolnich odhadi Cisla 1, které jsou souctem cétyr riznych kmenovych
zlomki, a najdéte nejvétsi z nich.

Reseni: Pro n = 4 plati % = %+l+l+l <1< -1-+-l-+l+-é- =
= %. Protoze %—}- % + % + % 60, uréuje &tvefice (3,4, 5,6) jeden
z nasycenych dolnich odhadu éisla 1. Pro kazdy dalsi nasyceny
dolni odhad uréeny &tvefici (z,, 22, T3, T4) musi platit 1 < z; < 3,
tedy z; = 2. Pfitom uspofddand trojice (z2,r3,4) uréuje dolni
odhad é&isla 3.

Pron = 332 plati 17638 6+%+%<%<%+%+%=§l—(1)%'
Pro nasycené dolni odhady uréené &tvefici (2, x2, 23, 4) plati pod-
minka 2 < x5 < 6. Lze ovérit, Ze plati nasledujici nerovnosti: -;- +
+_1_+l+_1_ <1l= l+l+l+L l+l+l+i <1= l+.1_+l+L.

37T = 3T3TITRa3T3ITETH =3T3Ttgtag
1,1 ,1, 1 1,1 ,1,1_1,1,1,1 1
st3tgtpg<l=st+tztgtpaststpte<l=3+

1, 1 1.1 ,1, 1 1 1,1, 1 1
+t3tptmiststatna<l=st+ts+tuato

Ctvefice (2,3,7,43), (2,3,8,25), (2,3,9,19), (2,3,10,16) a
(2,3,11, 14) uréuji Sest nasycenych dolnich odhadi &isla 1. Ctve-
Fice (2, 3,12, 13) urduje dolni odhad &isla 1, ktery neni nasyceny,
protoZe plati %+%+T1§+T1§<%+%+ﬁ+-l%.

Dale lze ovérit, Ze také plati: %+%+%+2—11 <l=
aztitetig <l=i+i+stmstitstg <l=

=

1
5t+3
+z+

N =
N - +
e

+ &=
O~ O

|-
3| -
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agtitsts<l=ig+stgtistitets <l=s+itgts

Ctvetice (2,4,5,21), (2,4,6,13), (2,4,7,10), (2,4,8,9) a
(2,5,6,8) uréuji zbyvajici nasycené dolni odhady ¢isla 1. Existuje
tedy celkem dvanact nasycenych dolnich odhadi ¢isla 1. Uspora-
dand é&tvefice (2, 3,7,43) uréuje nejvétsi ze viech dolnich odhad
¢isla 1. Proto Zadné racionélni ¢islo r, pro které plati i_%)o_g = L,
neni mozné vyjadrit sou¢tem nejvyse étyf po dvou riaznych kme-
novych zlomk.
Zaveér

To, co bylo dokdzano pro nasycené dolni odhady sloZené ze
dvou, tfi a ¢tyf kmenovych zlomki, je mozné dale zobecnit. Oba
priklady poukazuji na to, Ze pro kazdé ptirozené ¢islo n > 1 a li-
bovolné kladné racionalni ¢islo r 1ze nahradit nekoneénou mno-
zinu D, (r) vSech moZnych n-tych dolnich odhad®i racionalniho
¢isla 7 kone¢nou mnozinou nasycenych n-tych dolnich odhadii ra-
cionalniho ¢isla r. Proto mezi nasycenymi dolnimi odhady klad-
ného racionalniho éisla r < 1 existuje n-ty dolni odhad, ktery ma
maximalni hodnotu m < r < 1. ZkuSenosti ziskané feSenim tloh

a existence maximalniho n-tého dolniho odhadu kladného racio-
nalniho ¢isla r < 1 umoziuje formulovat dva diilezité poznatky.

(1) Kazdy dolni odhad libovolné daného raciondlniho ¢isla lze
vZdy doplnit vhodnymi kmenovymi zlomky tak, Ze vznikly
souCet po dvou ruznych kmenovych zlomkt predstavuje je-
den z moznych egyptskych zapisti daného racionalniho ¢isla.
Proto lze pro libovolné kladné racionalni ¢islo nalézt neko-
ne¢né mnoho raznych egyptskych zapisi tohoto ¢isla. Mno-
zinu vSech egyptskych zapisi daného racionalniho ¢isla neni
mozné zadnym konecnym poc¢tem konstrukci vycerpat.

(2) Pro kazdé pfirozené Cislo n existuje nekoneéné mnoho ra-
cionalnich ¢isel » < 1, ktera nebude nikdy mo7zné vyjadrit
souctem nejvyse n riznych kmenovych zlomkt. To znamena,
Ze existuji obtizné vyjddritelna racionalni ¢isla, kterd nebude
nikdy mozné v daném cCase vyjadrit souctem rtiznych n kme-
novych zlomkii.
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