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EGYPTSKE ZAPISY ZLOMKU II

(Postupné redukce zlomku)

LADISLAV BERAN, MILAN TRCH

Z historie matematiky a z naseho ¢lanku o egyptskych za-
pisech zlomki vime, Ze nékteré kladné zlomky je mozné zapsat
soutem po dvou riznych kmenovych zlomkt. Tento ¢lanek bez-
prostfedné navazuje na praci, ktera byla vénovana egyptskym za-
pisim zlomkl a FeSeni neurcitych rovnic. Proto jsou pouzivany
stejné pojmy a oznadeni jako v ¢lanku [5].

Cilem tohoto ¢&lanku je predevsim dikaz tvrzeni, Ze kazdy
kladny zlomek je vidy mozné zapsat jako soucet kone¢ného poctu
po dvou riznych kmenovych zlomki. UkdZeme vsak, Ze takové vy-
jadreni racionalnich ¢isel neni jednoznac¢né. Na nékolika prikladech
budou vysvétleny zptlisoby, kterymi je mozné nékteré z egyptskych
zapisu racionalnich éisel ziskat.

Egyptské zapisy zlomku a racionalni &isla

Kazdé kladné racionélni ¢islo r, které neni celé, lze zapsat jed-
nozna¢né ve tvaru c + ’7;, kde ¢ je n€jaké nezaporné celé Cislo a
0 < p < q jsou nesoudélna pfirozena ¢isla. Proto se dale omezime
pouze na takové zlomky g, pro které plati 0 < g < 1. Kmenovym

- v ’ . ’, w7 ’ 1
zlomkem je kazdé racionalni Cislo, které lze zapsat ve tvaru 7 kde

q > 1 je ptirozené &islo. Egyptskym zdpisem zlomku g , kde p, ¢

jsou nesoudélna prirozena Cisla, je kazdy soucet k£ po dvou riiznych

kmenovych zlomku ey -

alr a5t rap PIO ktery plati rovnost:

p 1 1 1
R T I S
q aj az Qk
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Dva egyptské zapisy zlomku g poklddame za rizné tehdy, kdyz
alespon jeden z obou zapisi obsahuje kmenovy zlomek, ktery se
ve druhém nevyskytuje. To zfejmé nastava vzdy, kdyz maji oba
zapisy ruzny pocet séitanct. Maji-li dva rizné egyptské zapisy
néjakého zlomku %’ stejny pocet séitanci, pak lze nahlédnout, Ze
jeden z nich musi obsahovat alespon dva kmenové zlomky, které
nejsou obsazeny ve druhém z obou zapist.

Redukce zlomku nejbliZsimi kmenovymi zlomky

Je-li dan zlomek 0 < g < 1, kde 1 < p < q jsou né&jaka ne-
soudélna prirozena ¢isla, potom plati 1 < %. Proto existuje jedno-
R

<

znacné urcené prirozené Cislo n > 1 takové, ze platin — 1 <

QW /IR

s v , , 1
< n. To znamena, Ze pro dany zlomek plati nerovnost - <

< ;l—i—l Proto zfejmé plati také podminka p- (n — 1) < ¢. Pro roz-

’ o P 1 ’ Y4 1 1 1__ 1
dllzlomkua~;pakplat1035—5<-n—_—f—;;—m<1.

’v . ’, 1 — ’ Ve ’
Zapiseme-li rozdil 2 — = ve tvaru 224 dostdvame redukovan
g n nq

zlomek ?1%’ pro ktery plati 0 < ;1% < 1. Vzhledem k piedpokladu
1 < p < q vSak v tomto pripadé nemize na levé strané nastat rov-
nost. Pro ¢itatele redukovaného zlomku h% plati vzhledem k pod-
mince p - (n — 1) < g nerovnost:

r=mp—q)=[n-1)p+p—qg<qg+(p—q)=p.

Ta zarucuje, ze Citatel redukovaného zlomku je vidy mensi nez
¢itatel neredukovaného zlomku. Proces redukce je mozné stejnym
zpusobem znovu opakovat pro redukovany zlomek. Pfi kazdém
redukénim kroku klesaji hodnoty ¢itateli postupné redukovanych
zlomki. ProtoZe pfed ¢islem p > 1 je pouze koneény pocet men-
Sich prirozenych ¢isel, je proces postupné redukce kazdého zlomku
kone¢ny. Pfi poslednim redukénim kroku je nutné redukovany zlo-
mek zlomkem kmenovym, a proto plati nasledujici tvrzeni:

Véta 1. Kazdy zlomek 0 < £ <1, kde 1 < p < q, lze vyjddrit
souctem nanejvyse p po dvou ruznych kmenovych zlomki.
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Tento poznatek nezaruéuje jen existenci egyptskych zapisii pro
libovolné dany kladny zlomek. Nabizi zdroven zptisob, kterym je
mozné vytvorit jeden z mnoha egyptskych zapisi, ktery ma kazdé
kladné racionalni ¢islo alespon jeden.

Priklad 1. Vyjddrete zlomek %g— souctem kmenovych zlomkid po-
stupnou redukct zlomku zdola nejblizsimi kmenovymi zlomky.

10

i 10 .1 10 _ 10
Reseni: Pro zlomek 13 Plati 5 = 55 < 3 < 15 = 1. Proto pii
prvnim redukénim kroku dostavame:
.\ 10 _20-13 _ 7 ‘17 1
(i) = — o = Se= = s, Pro tento zlomek plats z < 5= < 5.

Proto pfi druhém redukénim kroku dostdvame zlomek:

(ii) 5 l - l = %é = i Tim je proces postupné redukce
zlomku dokonden. Zlomek = lze tedy zapsat ve tvaru % +
+ ;f + -5-5.

Dvojkova soustava a vyjadfovani zlomkua
kmenovymi zlomky

Kazdé prirozené Cislo p lze zapsat ve dvojkové soustavé. To
znamena, ze existuji pfirozené ¢islo m a cislice bg, by, ba, ..., by €
€ {0,1} takové, Ze plati:

p=0>by-204+b -2+ -  + by, - 2™

Bude-li platit p < 2™, lze citatele p libovolného zlomku 0 <

< < 1 vyjadrit sou¢tem mocnin éisla 2. Proto je mozné ta-

kovy zlomek - 2,,q zapsat souctem nejvyse n zlomku typu znkq’ kde
k < n. Protoze v kazdém ze zlomk je k < n, dostavame po zkra-
ceni kazdého ze s¢itanct ¢islem 2* vyjadreni zlomku -2- 2n souctem
nejvyse n kmenovych zlomki. Tim jsme dokazali nasledu_]lci vétu:

2"(1

Véta 2. Kazdy zlomek 0 < 5{%5 < 1, kde p < 2™, lze vyjddrit
souctem po dvou ruznych kmenovych zlomki.
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Kazdé kladné redlné ¢&islo lze v poziéni soustavé o zdkladu 2

zapsat (obecné neukonéenym) dyadickym rozvojem. Pro kazdé pri-

rozené Cislo m a pro kazdy zlomek 0 < g < 1 existuji cislice

b1,b2,...,b, € {0,1} takové, Ze plati:
bl b2 bm D b b 1

21+22+--+-2;<5<(—+2—2+ + 5+ 5m

Cislo 2 + 22 + .- + 2 se nazyva nejblizsi dolni (dyadicky)

odhad m-tého radu zlomku -g. Pokud by v tomto zapise nastala

rovnost, pak prislusny dolni odhad disla g predstavuje zaroven

jeden z moznych zapisi racionalniho ¢isla r souétem po dvou riz-
nych kmenovych zlomki. Predpokladejme proto, Zze v zapise pro
dané prirozené Cislo m rovnost nenastava.

Bude-li prirozené ¢islo m voleno tak, Ze plati PO g HURE

pak musi byt zfejmé rozdil Cisel g a (ng + %% e wn o ’2’:::) mensi
nes .

'2_1ﬁ .
Vyjadiime-li (po pfevedeni rozdilu zlomki na spole¢ného jme-

novatele) tento rozdil éisel ve tvaru 5,%;, pak dostavame rovnost

s 2mp—q-(by-2m " +by- 22+ 4 byy)
2mq 2mq '

Je-li zlomek 57— mensSi nez 2},,, musi byt jeho Citatel s mensi nez

¢islo q. Protoze vSak plati ¢ < 2,—,l1+—1, je mozné Citatele s uprave-

ného zlomku vyjadrit ve dvojkové soustavé ve tvaru s = cg - 2° +
+c -2+ 42 kde k < m+1ac € {0,1} pro kazdé

. 0 . 1 e o3 M) k v .
1 < i< k < m. Pak je zlomek (6p:2 to1 22,,,+ +¢k'27) soudtem nej-

vySe k zlomku %,;—, kde ¢; € {0,1} a1 < i < k. Po zkréceni
kazdého zlomku 37‘2: mocninou 2¢ lze proto zlomek - 2,,, vyjadrit
sou¢tem kmenovych zlomki 57 2,,,_” kdec; €0,1al1<1i<k.

To znamena, Ze pro kazdy zlomek 0 < ;1- < 1 existuji pfirozena
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¢isla k, m takova, Ze plati:

p_ b1 b2 b
q—(21+22+ +2m)+

Ck Cik—1 C1 Co 1
+ (Qm-—k + 2m—k+1 +eet oam~—1 + 57::) ’ 21_

Také tento vztah nezarucéuje pouze existenci vyjadieni zlomku
souétem po dvou riznych kmenovych zlomkl (v zapisu stadi vy-
nechat vSechny sc¢itance, které maji nulového citatele). Nazna-
Ceny postup dava dalsi navod, jak néktery z existujicich egypt-
skych zapisti daného zlomku urcit. Staci totiz od zadaného zlomku
postupné odecditat zdola nejbliz§i kmenové zlomky typu 1,—1,; tak
dlouho, dokud nebude c¢itatel redukovaného zlomku dostate¢né
maly.

Priklad 2. Zapiste zlomek % souctem po dvou riznych kmeno-
vych zlomkii.

Reseni:
(i) Pro dany zlomek plati nasledujici nerovnosti —i— 1—53 < —;
5 1
Pro redukovany zlomek plati ZT:? = 13— 1 = 7113 Pro-
toze je 7 = 1 + 2 + 22, plati také néasledujici rovnost ~3~
_ 14244 1
13 — 52 T3 T 13

5. 5 1 1,1 1 .
To znamend, ze 73 = 7 + (33 + 55 + &3) a dany zlomek lze

zapsat souétem ctyr po dvou ruznych kmenovych zlomkl.

(ii) Protoze pro jiz Jednou redukovany zlomek & platl nerov-

nost g < -5—2 Z’ dostavame po opakované reduk(n rovnost

7 1 _ 14 13 _
%8 =813 8513 = 104 Ukazuje se, Zze dany zlomek je

mozné zapsat také souctem tfi po dvou rtiznych kmenovych

] 5 1,1 1
zlomki ve tvaru 3 = (3 + 3) + 157

Priklad 3. Vyjddiete zlomek % souctem kmenovych zlomku jak
postupnou redukci zlomku pomocti zdola nejblizZsich kmenovych
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zlomki, tak pomoct redukce ve dvojkové soustavé a porovnejte nd-
roénost obou metod.

Regdeni:

47 47 =1

(1) ProtoZe 1 < 35, je 55 =1+ %. Proto budeme postupné

redukovat zlomek %g.

(i) Protoze plati % < ;—g— < 1, dostdvame po prvni re-
dukci zlomek % — % = 5—58-. Proto plati rovnost % =
=143+

(ii) Protoze plati % < 2—59- < 1—11-, dosté,véme po druhé re-

. 5 1 _ 30-29
dukci zlomek 35 — 15 = 559 = 348 Proto plati rov-

47 1, 1 1
nost 55 = 1+ 5+ 15 + 335- 10 znamena, Ze zlomek
lze zapsat alespon jednim zptisobem jako soudet Ctyr
po dvou riznych kmenovych zlomkii.

(2) Podobné jako v pfedchéazejicim pripadé plati 1 < —;—g, a tedy
Je 55 =1+ 28 Proto budeme postupné redukovat zlomek

5-5 kmenovymi zlomky typu 51;;

(i) Protoze plati -;— < -;—g < 1, dostavame po prvni redukci
18 1 _ 5
zlomek 55 — 5 = 5.

(ii) Protoze ilE < 55—8 < -;—, dostévé,me po druhé redukci

5 1 _ 80-58 __ 22 __
zlomek 58 T 16 — 1629 — 164 — 829 PI'OtOZC Je 8 <«

< 11, lze zlomek % znovu redukovat.

(iii) Protoze 32 < 8 29 < 16, dostavame po tfeti redukci zlo-

1 _ 44-29 _ 15 e
mek 829 I8 = 3339 = 3399 VY tomto okamzZiku je

15 < 32, a to znamena, Ze ¢itatel redukovaného zlomku
je mensi nez prislusnd mocnina ¢isla 2 ve jmenovateli.
Proto lze proces postupné redukce ukondit.
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Protoze 15 = 20 + 2! + 22 4 23, je

15  1+2+44+8 1 1 1 1
= =t
32 - 29 3229 116 232 ' 464 = 928

Zlomek je tedy mozné vyjadrit také souc¢tem sedmi po dvou
riznych kmenovych zlomki:

LGP I S 1 I (O I
29 216 32 116 ' 232 ' 464 ' 928 )

(3) Pozorny Ctendf si moznd vsiml, Ze ve druhém pfipadé by
bylo mozné ponékud zdlouhavy vypodet urychlit, protoze
plati 11 = 20 4 21 + 23 Pomoci dvojkové soustavy lze tedy

vyjadrit jiz zlomek 829 Plati-li 1;2;8 e 515 + Ti—é o 5%5,
potom je mozné dany zlomek vyjadrit také souctem Sesti

G ; 47 _ 1,1 , 1 1 , 1
kmenovych zlomki ve tvaru: 55 = 5+ 15 + 355 ¥ 75 + 335

Shrnuti

Proces postupné redukce zlomku g se pii kazdém redukénim

kroku opird o nalezeni horniho a dolniho odhadu redukovaného
zlomku vhodnymi kmenovymi zlomky a nasledny vypocet roz-
dilu prisludné dvojice zlomkt. Je zfejmé, Ze s rostoucimi hodno-
tami prirozenych ¢isel p, ¢ miize rychle nartistat pocet redukénich
krokti. Soucasné s tim vSak bude také nartstat sloZitost numeric-
kych vypocth. Presto, Ze obé redukéni metody lze pouzit pro libo-
volny kladny zlomek ?12’ jsou vypocty proveditelné jen pro zlomky
s mensimi hodnotami éisel p, g
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