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EGYPTSKE ZAPISY ZLOMKU I

Reseni neurditych rovnic

LADISLAV BERAN, MILAN TRCH

Podnétem k napsani tohoto ¢lanku nebyla jen prace [2] o zlom-
cich v pfipravé ucitelti, ale zminka o pokusu s kmenovymi zlomky,
ktery probéhl na jedné zékladni Skole v Praze. Podstatu pro-
blému dobfe vystihuje poznamka k feSeni jedné tulohy z Rhin-
dova papyru uvedend v [3], str. 16. Cituji: ProtoZe Egyptané ne-
znali zlomky tvaru 7, zapsali zlomkovou ¢dst odpovédi jako soucet
kmennych zlomki tvaru %, pritom dbali, aby tyto zlomky byly na-
vzdjem ruzné. Na strané 17 je feSena uloha, kterd mé nasledujici
zadani: Celd hromada, jeji dvé tretiny, jeji polovina a jeji sedmina
tvori dohromady 37 kusiu. Kolik kusiu je v celé hromadé?. Vysle-
dek ve tvaru 16 a 92—7 dopliiuje autor nasledujicim komentarem:
V Egypté ovsem zapisovali & jako soudet z5 + 55 + 715, pro ¢isla
k=3,5,...,101 ezistovaly tabulky rozkladu na zlomky tvaru ;1;

Postupy a obraty pouzivané Egyptany pifi vyjadfovani po-
dila pfirozenych éisel jsou popsdny v [4]. Tam lze nalézt vyjad-
feni zlomki typu % pro 2 < k < 102 souc¢tem konecného poctu
kmenovych zlomkii. Jestlize dfive umoznovaly souéty kmenovych
zlomkl TeSit tlohy z praxe a délit celek na stejné casti, pred-
stavuji dnes souéty kmenovych zlomki zajimavé a velmi zvlastni
zapisy racionalnich éisel. Ukazuje se, Ze souc¢tem riiznych kmeno-
vych zlomkt je moZzné vyjadrit kazdé kladné racionalni ¢islo. Pro
libovolné pfirozené Cislo n vSak také existuji zlomky, které nelze
vyjadrit sou¢tem méné nez n kmenovych zlomki. Vyjadiovani
zlomkt soucty kmenovych zlomkl nabizi netradi¢ni dlohy, které
mohou zpestfit vyuku matematiky, ale také problematiku, kterou
je tfeba podrobné prozkoumat z hlediska matematiky i didaktiky

matematiky.
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Kmenové zlomky, egyptské zapisy zlomku a neurcité rov-
nice.

Kmenovym zlomkem se rozumi kazdy zlomek %, kde q je pii-

rozené Cislo, ¢ > 1. Egyptskym zapisem zlomku qu, kde p, ¢ jsou
nesoudélnd prirozena Cisla, budeme rozumét kazdy soucet k po

A . o 1 1 1 . ‘
dvou riznych kmenovych zlomki ar a5y sy Pro ktery plati
rovnost:

P 1 1 1
e o e o e e e s
qg a Qa2 ak

Dva egyptské zapisy zlomku g poklddame za rizné tehdy, kdy-
koliv jeden ze zapisti obsahuje kmenovy zlomek, ktery se ve dru-
hém nevyskytuje. To zfejmé nastava vzdy, kdyz maji oba zapisy
rizny pocet sCitanct. Maji-li dva rizné egyptské zapisy néjakého
zlomku stejny pocet sitanct, lze nahlédnout, ze se oba zapisy
musi liSit alespont dvéma riznymi kmenovymi zlomky.

Pokud lze zlomek g zapsat alespon jednim zpisobem souc¢tem
k po dvou riznych kmenovych zlomki, potom je neurcita rovnice

P 1 1 1

q X1 X2 T
o k nezndmych zi, s, ..., Tx Fefitelna pfirozenymi &isly. ReSenim
této neurcité rovnice se rozumi kazda usporadana k-tice priroze-
nych ¢&isel (¢, c2,. .., ck), pro kterou plati g = 51; + é 4+ 4 é
Jednim z mozZnych feSeni této rovnice je také usporadand k-tice
(a1, a2,...,ar) po dvou riznych piirozenych éisel ay, as, ..., ak.

Soucet kone¢ného poctu raciondlnich éisel nezdlezi na jejich
pofadi ani na jejich ozavorkovani. Proto je mozné (bez Gjmy na
obecnosti) pfedpoklddat, Ze pfirozena d&isla ay, ag, ..., ax spl-
nuji navic podminku 1 < a; < a3 < --+ < ax. To znamena, Ze
ke kazdému egyptskému zapisu zlomku g Ize jednoznac¢né pfrira-
dit uspofadanou k-tici (a1, as,...,ax) pfirozenych Eisel, pro kterd
platil <a; <ags < --- < ag.

Proto budeme déle kaZdou uspofadanou k-tici (ay,as,...,ak)
pfirozenych ¢Cisel 1 < a; < ag < --- < ax nazyvat vyjddrenim
eqyptského typu k-tého rddu zlomku g.
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Mnozinu vSech takovych usporadanych k-tic pro zvolené €islo
k a zlomek £ budeme déle znacit symbolem Vi(Z). Symbolem

V(E) oznatime sjednoceni mnozin V1(E), V(E), ..., Vi(E), .. ..

Egyptské zapisy kmenovych zlomku a jeho dusledky

Predpokladejme, Ze pfirozena Cisla p, ¢ jsou nesoudélnd, g >
> 1, a necht & > 1 je néjaké pevné dané pfirozené Cislo. Nejprve
ukazeme, zZe plati nasledujici véta.

Véta 1. Pro kaZdé prirozené Cislo 1 < q lze kmenovy zlomek % VY-
jadrit alespori jednim zpusobem souctem dvou riznych kmenovych
zlomk.

Pro kazdé prirozené Cislo ¢ plati

g+1 q 1 1 1

1
2 7 @+) g @+D) g @t g+l g (@t

Neurditd rovnice & = %+ 1'm4 pro z < y jediné feSeni pravé

tehdy, kdyZ je ¢ prvocislo. ﬁa—li totiz g =s-t, kde 1 < s <t, pak

c1 s+l 1 1 . T R
plati g = (% = i T st Proto md rovnice ; + ; =

= % alespon dvé riizné reseni.

Priklad 1. UkaZte, Ze existuji alespomni tii ruzné zpusoby, kterymi
lze zlomek % vyjadrit jako soucet dvou ruznych kmenovych zlomki.
Reseni: Cislo 6 ma pravé étyti riizné délitele 1, 2, 3, 6. Po rozsiteni
zlomku -é ¢islem 3 plati:

3 !_ — 2 1 —_— l _l_ vV ’, l Nl
(i) 5= —Lﬁ_?, =5+ 18.’P?dobné po rozsifeni zlomku g Cislem 4
nebo Cislem 7 dostavame:

(i) §=%7 =5+ 20
ces 641 1
(i) g=%7 =7+z

Proto uspofadané dvojice (9, 18), (8,24) a (7,42) predstavuji
tfi riizna egyptskd vyjadieni zlomku .

Protoze kazdy kmenovy zlomek lze vyjadrit souc¢tem dvou riz-
nych kmenovych zlomki, je zfejmé, Ze plati nasledujici véta:
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Véta 2. Pro kaZda dvé prirozend ¢isla 1 < q, 1 < n lze kmenovy
zlomek % vyjadrit alespont jednim zpusobem souctem n po dvou
ruznych kmenovych zlomki.

Kazdy kmenovy zlomek 1 lze proto vyjadrit ve tvaru % =

= 7 +1 -+ -2—— Podobnym zpusobem lze vyjadrit kmenovy zlomek

o (q L Po dosazem do prvni rovnosti dostaneme rovnost:

1 i (g +2) 1
q+1 q(g+1)(g+2) gq+1

1
== 5
q

+(1+ 1)
q(g+2) qlg+1)(g+2)/)"

Zlomek 1 1ze tedy uréité zapsat alespoii jednim zptisobem sou¢tem
tfi po dvou riznych kmenovych zlomkt. Tento postup je mozné
vzdy znovu opakovat v kazdém z egyptskych zapisti pro kmenovy
zlomek, ktery ma ze vSech nejmensi hodnotu.

Proto je mozné % vyjadrit sou¢tem libovolné velikého poctu
po dvou rtznych kmenovych zlomkt. Z toho plynou néasledujici
t¥i poznatky o egyptskych zapisech zlomki:

Dusledek 3. Je-li Vi(Z) neprdzdnd mnoZina, pak je neprdzdnd
také mnoZina Viy1((L) a tato mnoZina md alespori tolik proki
jako mnoZina Vi(%).

Dtsledek 4. Je-li Vk(g) neprdzdnd mnozina, potom md mnozina
Vit2((2) vice prukd nez md mnozina Vi (2).

Dusledek 5. (iii) Je-li V() neprdzdnd mnoZina, md mnoZina
V(E) nekonecné mnoho pruki.
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Egyptské zapisy zlomku a FeSeni neurditych rovnic

Nejjednodussi zpiisob, kterym lze najit egyptské zapisy zlomki,
je systematické reSeni neurcitych rovnic a jejich postupné zjedno-
dusovéani dosazovanim pfipustnych hodnot za proménné. Pfesto,
ze je metoda v podstaté velmi jednoduchd, je pro svou pocetni na-
ro¢nost jen obtizné pouzitelna. Postup, ktery pfiblizime fesenim
dvou jednoduchych 1loh, je mozZné pouzit pro libovolny kladny zlo-
mek. Ukazuje se vSak, Ze pro kazdé pfirozené Cislo k a kterykoliv
kladny zlomek g je vzdy kazdé mnozina Vk(g) konecna.

Priklad 2. Vyjadrete zlomek % souctem dvou riznych kmenovych
zlomki.

Resend: Po rozsifeni zlomku £ &islem 3 plati:
% = 2 = _:ts' == % % Je h (a,b) libovolné feSeni egyptského typu
neurcité rovnice = + 1 2, potom musi pro ¢islo a zfejmé platit

1 1,1 1,1, 1y1,1_1
nasledu31c1dvenerovnost15<5+3—2aa+a>a+b——2.

Proto 2 < a < 4 a tedy nutné a = 3. Zaroven musi platit
% = % — % == 1 . Uspotadand dvojice (3, 6) jedinym FeSenim egypt-

ského typu neurc1te rovnice ; + %

DN

Priklad 3. Kolika rizngmi zpusoby lze zapsat zlomek % souctem
tri po dvou ruznych kmenovych zlomku?

Re§en1f Je-li ( b, ) néjaké feSeni egyptského typu neurcité rov-
nice 1 + + — 2 o tfech neznamych z, y, 2z, potom musi platit
(podobne Jako v ptikladé 1) dvé nerovnosti - < & 5 5 > 5. Odtud
ihned plynou pro a dvé podminky 2 < a a a < 6. Pokud méa dana
neurcitd rovnice alespoinl jedno feseni (r, s,t) egyptského typu pro
r = 3, potom musi byt uspofadand dvojice (s,t) feSenim neur-

¢ité rovnice %—}—% = % s redukovanou pravou stranou, protoze
L_1_1
23 &

Podobné jako v predchozim pripadé musi pro ¢islo s platit dvé
podminky 3 < s a % > %. Proto musi platit 3 < s < 12.



EGYPTSKE ZAPISY ZLOMKU I 33

Kazdou z pripustnych hodnot lze dosadit do zkoumané rov-
nice za proménnou y a dopocitat hodnotu zbyvajici proménné z.
Bude-li vypoctend hodnota t v oboru pfirozenych ¢isel, bude uspo-
radana trojice (3, s, t) jednim z egyptskych feseni vychozi neurcité
rovnice. Protoze existuje jen koneény pocet moznych pripadi, lze
postupnym dosazovanim zvolenych hodnot najit vSechna pozado-
vana feSeni zadané ulohy:

Pro r =3 a s = 4 dostdvame pro ¢t podminku 1 = ¢ — 7 =
12 Pro 'r = 3 a s = 5 dostdvame pro t podminku % =
é = 30 Pror = 3 a s = 6 dostavame pro ¢ podminku
— = = 0. To znamena, Ze v téchto pripadech neexistuje pfi-
rozené élslo t, které by vyhovovalo podmlnkam ulohy. Pror = 3
as—7mus1proc1slotplat1t 1 —%—%— 13- Pror=3as=38

musi pro ¢islo ¢ platit 1 — 1

O'J

%: —-§- .Pror =3 a s =9 musi
1

pro Cislo ¢ platit 3 1= 5, —é = 1g- Pro r = 3 a s = 10 musi pro
Cislo t platit : = -}; - "6 = 1—15 To znamena, Ze usporadané tro-
jice (3,7,42), (3,8,24), (3,9,18) a (3,10, 15) pfedstavuji vSechna
hledan4 feSeni egyptského typu zkoumané neuréité rovnice, ktera

maji prvni slozku 3.

Pokud mé dané neurcitd rovnice alesponi jedno feSeni (r,s,t)
egyptského typu pro r = 4, potom musi byt usporddana dvo-
jice (s,t) FeSenim neurcité rovnice % = % = % s redukovanou pra-
vou stranou, protoze -é——-% -}i. Pro dislo s pak musi platit
dvé podminky: 4 < s a % > <, a proto musi pro s platit pod-

minka 4 < s < 8. Bude-li » = 4 a s = 5 musi pro ¢islo ¢ platit

o - ”

% = %— % - i? Bude-li = 4 a s = 6 musi pro &islo ¢ platit
T = 17§ = -ﬁ Bude-li r = 4 a s = 7 musi pro ¢islo £ pla-
tlt = i - % = 2. To znamen4, Ze uspofddané trojice (4,5, 20)

a (4,6, 12) predstavujl vSechna hledana feSeni egyptského typu
zkoumané neurcité rovnice, ktera maji prvni slozku 4.

Pokud mé dané neurita rovnice alespoii jedno feseni (r,s,t)

egyptského typu pro r = 5, potom musi byt usporddand dvojice

(s,t) feSenim neur¢ité rovnice %+% = % s redukovanou pra-

vou stranou, protoze %— :,1)- = 13—0. Pro ¢islo s pak musi platit
dvé podminky: 5 < s a % > %, a proto musi pro s platit pod-

minka 4 < s < 8. Bude-li r = 5 a s = 6, musi pro ¢&islo ¢ platit
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=1_12 5- Bude-lir = 5 a s = 7, musi pro ¢islo ¢ platit
= f :,f = 3 . Proto pouze usporadané trojice (5,6, 30) pied-
tavuje jediné ¥ resem egyptského typu, které maji prvni slozku 5.

Existuje tedy pravé sedm ruznych zapist zlomku l souétem
tfi po dvou riznych kmenovych zlomki. Tyto zapisy JSOLI jedno-
znacné uréeny usporadanymi trojicemi (3, 7,42), (3, 8, 24), (3,9, 18),
(3,10,15), (4,5,20), (4,6,12) a (5,6, 30).

U o it [t

ZAavér

Metodu zaloZenou na postupném dosazovani piipustnych hod-
not do neurcitych rovnic je teoreticky mozné pouzit pro libovolny
zlomek 2. S rostoucimi hodnotami éitatele, jmenovatele a podtu
neznamych vSak bude rychle nartstat pocet moznosti a obtiZnost
vypoctl. Proto bude pii vétSim poétu nezndmych z,x9,...,z,
¢im dal tim obtiznéj$i a v redlném Case téméf nemozné najit
vSechna Fe$eni neurcité rovnice %1 + _,%2 + ... ;1; = g pro vétdinu
zlomkl g

Metoda vSak na druhé strané zarucuje, ze pro kazdé prirozené
¢islo 1 < n a dvé nesoudélna prirozena éisla p, ¢ ma neurdita rov-
nice % -+ 1—12 + ... ;1: = ’(13 vzdy koneény pocet feSeni egyptského
typu. Proto je mozné zlomek 5 zapsat pro libovolné ale pevné
dané prirozené ¢islo 1 < n souc¢tem n po dvou riznych kmeno-
vych zlomkil jen koneéné mnoha zptsoby.

Je tedy zfejmé, Ze pokud mé zlomek g alesporti jeden egyptsky
zapis, potom takovych zapist existuje nekoneéné mnoho. Mnozina
vSech egyptskych vyjadreni takového zlomku g je jednoznacné
déna sjednocenim nekone¢né mnoha po dvou disjunktnich konec-
nych mnozin V1(2),V(E), ..., Vi(8),....

Zlstava vsak oteviena otéazka, zda lze kazdy zlomek 23 pro ne-
soudélnéd prirozena disla p, ¢ vyjadrit alespon jednim zptisobem
souc¢tem po dvou rtznych kmenovych zlomki. Ale tomuto pro-
blému se budeme vénovat podrobnéji v dalsim élanku.
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