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KRUHOVA INVERZE

FRANTISEK KURINA

Tento ¢lanek volné navazuje na prispévky Geometrickd zobra-
zeni a jejich invarianty (UM &. 37), Orbity shodnyjch transformaci
(UM ¢&. 38) a Afinni transformace roviny (UM ¢&. 39).

V nich jsme studovali tzv. linedrni zobrazeni, tj. zobrazeni,
kterd pfevadéji libovolnou pfimku v pfimku. V tomto ¢lanku po-
zname zobrazeni, které bude nékteré primky zobrazovat do kruz-
nic. Je to tzv. kruhovd inverze.

S

Kruhova inverze

V roviné je dédna kruznice z(S; ). Zobrazeni, které libovolnému
bodu X # S pfifazuje bod X' polopfimky SX tak, Ze plati

|SX]-|SX'| =r?, (1)

se nazyva kruhovd inverze. Kruznice z se nazyva fidici kruznice
kruhové inverze. Bod S nem4 obraz definovan (obr. 1).
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Obr. 1

Z definice kruhové inverze bezprostiedné plyne: Kazdy bod
fidici kruZnice je v kruhové inverzi samodruZny. Zidné dalsi
samodruzné body kruhova inverze nemd. Vnéj§i oblast Fidici
kruznice se zobrazi na oblast vnitfni, vnitfni oblast se zobrazi na
oblast vnéjsi. Je-li totiz |SX| < r, musi byt |SX’| > r a naopak
(obr. 2).

Obr. 2

Nebude-li nebezpeci omylu, budeme kruhovou inverzi oznaco-
vat stejnym symbolem jako jeji fidici kruznici. Skute¢nost, Ze
v kruhové inverzi z je obrazem bodu X bod X', zapisujeme

2(X)=X".
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Ziejmé ovSem plati i
z(X") = X.

V tomto smyslu fikdme, Ze kruhova inverze je involuci.

Rovnost (1) ndm pfipomind Eukleidovu vétu, z niz vyplyva
konstrukce obrazu libovolného bodu v kruhové inverzi z podle
obrazku 3. Je-li bod X bodem vnéjsi oblasti kruznice z, pak k ni
sestrojime z bodu X te¢nu a bod X’ je patou kolmice sestrojené
z bodu dotyku této teny na polopfimku SX. Je-li bod Y bodem
vnitIni oblasti kruZnice, sestrojime nejdifive prisecik D kolmice
k pfimce SY v bodé Y s kruznici z a te¢na d kruznice z v bodé
D protina polopfimku SY v obrazu Y’ (obr. 4).

Obr. 3 Obr. 4

Co bude obrazem pfimky v kruhové inverzi?

Protina-li pfimka p kruznici 2 v bodech A, B, a neprochazi
stfedem S fidici kruZnice, jsou tyto body v kruhové inverzi
samodruzné, ale vnitiek GseCky AB se musi zobrazit do vné&jsi
oblasti kruznice k. Obrazem pfimky p tedy nemize byt pfimka.

Uréeme nejdfive obraz prfimky p, kterd prochdzi stfedem S
fidici kruznice a protind ji v priméru AB. Pak je zfejmé obrazem
vnittku kazdé z tsefek SA,SB vnitfek polopfimek opacnych
k polopfimkam AS, BS. Obrazem piimky p je tedy, az na bod
S, ktery nemé obraz definovan, taz prfimka p.

Hledejme dale obraz primky p, kterd stfedem inverze nepro-
chazi (obr. 5). Nejdfive miiZeme sestrojit obraz P’ paty kolmice
P sestrojené ze stfedu Fidici kruznice na pfimku p. Obraz libo-
volného bodu X pfimky p ozna¢me X'. Podle definice kruhové
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inverze plati

|SP'|-|SP|=r%=|SX'|-|SX]|. (2)
Je tedy
|SP'| _ |SX]| 3)
|SX’| |SP|’

Protoze je podle konstrukce 4 PSX = JP'SX’, je podle véty
(sus) trojahelnik SP'X’' podobny trojahelniku SXP. Vrcholu
P pravého hlu trojihelniku SXP ovSem odpovidd vrchol X’
pravého Ghlu trojahelniku SP’'X’. Obraz libovolného bodu X
piimky p lezi tedy na Thaletové kruznici s primérem SP’.

D
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S

w : P

. 1

Y i
X

Obr. 5

UkaZme, Ze libovolny bod Y’ této kruznice rtizny od bodu S je
obrazem néjakého bodu Y pifimky p. Protoze podle konstrukce se
shoduji trojahelniky SP'Y’,SY P ve dvou fihlech (v pravém Ghlu
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a v thlu w), jsou podle véty (uu) podobné a plati:

|SY| __|SP|
ISP ~ |87 (4)
Je tedy
|8Y]: |8Y "} = |SP| - |SP| = r. (5)

To znamenad, ze plati tato véta:

Véta 1. Obrazem libovolné primky, kterd prochdzi stredem S
ridict kruznice z(S,r) kruhové inverze, je tdZ pfimka. Bod S nemd
obraz definovdn. Obrazem libovolné primky p, kterd neprochdzi
stredem S, je kruznice p' s prumérem SP’, kde P’ je obraz paty
P kolmice sestrojené z bodu S na pifimku p. Bod S neni obrazem
Zdadného bodu primky p.

Protoze kruhovi iriverze je involuci, plati i obracené:

Véta 2. Obrazem libovolné kruznice k, kterd prochdzi stiedem
S fidici kruznice kruhové inverze, je primka k', kterd stredem S
neprochdzi. Stired S nemd obraz definovdn.

Co je obrazem kruZnice k(O;c), kterd neprochézi stfedem S
fidici kruznice?

Libovolnému bodu X kruZnice k pfislusi obraz X’ polopfimky
SX, pro néjz plati (1).

Oznalime-li druhy z prisecikd pfimky SX s kruznici k& jako
bod X; (obr. 6), pak podle véty o mocnosti bodu ke kruZznici plati

ISX| - [SX1] = |ml, (6)

kde m je pro dany bod a danou kruznici konstantni. Vypocitame-
i z rovnosti (6) |SX| a dosadime vysledek do rovnosti (1),

dostaneme
2

X' = —-|5X;|.
Vzhledem k tomu, Ze body S, X,X; jsou kolinedrni, miZeme
povazovat bod X’ za obraz bodu X; ve stejnolehlosti A(S; ]fr;-[).
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Obr. 6

Probiha-li bod X kruZnici k, probiha kruZnici k£ i bod Xj;.
ProtoZe je obrazem kruznice ve stejnolehlosti opét kruznice,
dokazali jsme dalsi vysledek.

Véta 3. Obrazem kruznice, kterd neprochdzi stredem S ftidici
kruzZnice inverze, je kruznice, kterd rovné? stredem tidici kruZnice
neprochdzi.

Obr. 7

Z obr. 6 vidime, Ze kruznice a jeji obraz v kruhové inverzi nejsou
shodné. Vyvstava tedy otazka, jak obraz kruznice k v kruhové
inverzi sestrojit. Pfirozeny zptisob sestrojit obraz stiedu a jednoho
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bodu kruznice nelze uplatnit, nebot obraz stfedu kruznice neni
stred obrazu kruzZnice.

Ovéreni této skuteénosti pfenechdvam ¢tenafi.

K urceni obrazu k' kruznice k musime tedy ur¢it obrazy 3 jejich
bodi, nebo jejiho vhodného priméru, napf. toho, ktery lezi na
spojnici stfedu fidici kruznice z a stfedu kruznice k. Podle této
spojnice je totiz celd konstrukce soumérna.

Priklad 1. Jsou ddny kruznice m,n, které se dotykaji v bodé
T. Sestrojte jejich obrazy m',n' v kruhové inverzi s fidici kruinici
2(S;r). Reste pro pripady a) S=T,b)SemaS €n,c)SE¢m
aS &n.

Obr. 8

a) Podle véty 2 jsou obrazy obou kruZnic m,n pfimky. Z kon-
strukce na obr. 7 vyplyva, Ze jsou tyto pfimky rovnobézné.

b) ProtoZe kruznice m prochézi stfedem S Fidici kruZnice, bude
jejim obrazem pfimka m'. Obrazem kruZnice n bude podle véty
3 kruznice. Bod T” (obraz bodu dotyku kruZnic m,n) musi byt
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bodem kruznice n’ a pfimky m’. Tyto Gtvary nemohou mit zadny
dalsi bod spoleény, nebot obrazy spolenych bodd kruZnice n'
a pfimky m’ by musely splynout v bodé T. Dva rizné body
nemohou ovS8em mit podle definice kruhové inverze tyZz obraz.
Pfimka m' je tedy te¢nou kruZnice n'. Provedeni konstrukce je
patrné z obr. 8.

Obr. 9

c) Protoze zadna z kruznic neprochézi stfedem S ridici kruz-
nice kruhové inverze, budou obrazy m’,n’ kruznic m,n kruZnice
s pruméry A’B’ a C'D’, které sestrojime podle definice kruhové
inverze (obr. 9). Uvahou stejnou jako v p¥ipadé b) lze zdivodnit,
ze se tyto kruZnice dotykaji v bodé T’ (obrazu bodu dotyku T
kruznic m,n).

Vysledky pfedchéazejicich ivah miiZze shrnout takto.

Véta 4. JestliZe se geometrické utvary m,n dotykaji ve stredu
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S 7idici kruZnice, jsou jejich obrazy m',n’ disjunktni. Jestlize se
dtvary m, n dotykaji v bodé T ruzném od stiedu S, pak se dotykaji
obrazy m',n’ v obraze T' bodu T.

Vyuziti kruhové inverze ukaZzeme na dalSich p¥ikladech.

Priklad 2. Jsou ddny kruinice m(M,r;),n(N,r2) a bod B,
ktery neleZi na Zddné z nich. Sestrojte vSechny kruinice, které
prochdzeji bodem B a dotykaji se kruznic m,n.

a) Kruznice m,n se dotykaji v bodé T .

b) Kruznice m,n se protinaji v bodech P, S.

c) KruZnice m,n jsou disjunktni.

Predpokladejme, Ze existuje kruZnice z, kterd splhuje pod-
minky Glohy. Libovolna kruhové inverze pfevadi kruznice m,n a z
v obrazy m',n' a 2’ tak, Ze =’ se dotykd m' a n/. Pfitom podle po-
lohy stfedu S fidici kruznice kruhové inverze mohou byt nékteré
z Utvaria m',n’, 2’ pfimky. Kruhova inverze tak umoziuje pfevést
tlohu o dotyku kruznic na jednodus$$i Glohu o dotyku pfimek a
kruznic.

Re$me nyni nai tlohu v jednotlivych p¥ipadech.

a) KruZnice m, n se dotykaji v bodé T'. Kruhova inverze s Fidici
kruznici z(T,r) pfevadi kruznice m,n do rovnobéZnych pfimek
m’,n’ a bod B do bodu B’ (obr. 10). Ulohu sestrojit viechny
kruZnice, které se dotykaji rovnobéinych primek a prochdzeji
danym bodem umime fesit. Jeji feSeni, kruznice z’,y’, pfevedeme
kruhovou inverzi do feSeni z,y ptivodni Glohy. Pfitom je vyhodné
urcit nejdfive body dotyku kruznic z,y a kruznic m,n jako obrazy
bodi dotyku pfimek m/,n’ a kruznic z’,y’.

b) KruZnice m,n se protinaji v bodech P,S. Kruhova inverze
s Fidici kruznici 2(S,r) pfevadi kruznice m,n po fadé do pfimek
m/,n' a bod B do bodu B’. Uloha je tak pievedena na tlohu
Sestrojte vSechny kruZnice, které se dotykaji riznobéZnych primek
m',n' a prochdzeji bodem B’. Tuto Glohu umime fe$it pomoci
stejnolehlosti (viz napf. Pomykalova: Matematika pro gymnézia,
Planimetrie). KruZnice z’,y’, které se dotykaji pfimek m/',n’
v bodech E', F' a G', H', pifejdou do hledanych feSeni z,y, kterd
se dotykaji kruznic m,n v bodech E, F a G, H (obr. 11).
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Obr. 10

c) KruZnice m,n nemaji spoleény bod. V tomto pfipadé nee-
xistuje inverze, kterd by pfevadéla obé dané kruznice v piimky.
Volime-li v8ak stfed fidici kruznice v bodé B, bude obrazem kazdé
hledané kruZnice pfimka, kterd se dotykd obrazi m',n’ kruZnic
m,n. Kruhova inverze z(B,r) tak pfevede na$i Gilohu na tlohu
Sestrojte vSechny spoleéné tecny kruznic m',n'. Takovéto spole¢né
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teCny u’,v’,z',y’ mliZeme sestrojit napf. pomoci stejnolehlosti a
jejich obrazy u, v, z,y jsou feSenimi nasi Glohy.

Obr. 11

Nakonec dvé Glohy pro samostatnou praci.

Uloha 1. Kruinice m, n, p prochdzeji bodem S. Sestrojte
vSechny kruZnice, které se jich dotiyjkaji.
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Uloha 2. Trojihelniku ABC je opsdna kruznice z(S;r). Se-
strojte obraz trojihelniku ABC v kruhové inverzi s fidici kruz-
nict 2.

Ctenafe, ktery se o problematiku geometrickych zobrazeni
hloubéji zajimé, upozoriiujeme, Ze je$té v tomto roce vydéa na-
kladatelstvi Prometheus Praha knihu Deset geometrickych trans-
formaci.
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