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NEKOLIK POZNAMEK K MOHUTNOSTI MNOZIN

DALIBOR MARTISEK

Tento text je inspirovan ¢lankem Kufiny a Vondrové (2021,
s. 111-127) a snahou uvést na pravou miru alespoii jeden z omyli,
které jsou v tomto ¢lanku prezentovany. Zopakujme nejprve né-
kolik zndmych pojmu.

Konec¢né a nekone¢né mnoziny

Troufam si tvrdit, Ze pojem nekone¢na kazdy z nés svym zpuso-
bem vice ¢i méné chape. Na tivod piipomenime, Ze lze rozliSovat
dva zakladni typy nekone¢na. Za prvé nekonecno potencialni, kdy
néjaky proces neustale prodluzujeme tak, Ze principidlné nemusi
nikdy skoncit, a za druhé nekonecno aktualni, kdy o procesu, ktery
se sklada z potencialné nekone¢ného poctu kroki, za¢neme uva-
zovat jako o jednom celku.

Ke kazdému pfirozenému ¢islu existuje ¢islo vétsi. Vymysleni
stale vétsich a vétsich pfirozenych ¢isel nemize nikdy skoncit. Je
to proces potencidlné nekonecny. Pripustime-li vSak, ze o vSech
prirozenych ¢islech lze uvazovat jako o jednom celku — souboru,
systému, mnoziné — objevili jsme nekone¢no aktualni. Mnozina
v8ech prirozenych ¢isel je nekonecna aktualné.

Existuji-li mnoziny nekonecéné, existuji samoziejmé i mnoziny
konecné a je otézka, jak konecné a nekonecné mmoziny odliSit.
Jedno z moznych kritérii je vzajemné jednoznacéné (bijektivni)
zobrazeni. Jestlize je mozné mnozinu bijektivné zobrazit na jeji
vlastni podmnozinu, je nekonecna, jestlize to mozné neni, je ko-
necna.
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Mohutnost, spocetnost a nespocetnost

Dvé mnoziny, mezi kterymi existuje bijekce, nazyvame ekviva-
lentni. O dvou koneénych ekvivalentnich mnozinach bézné fikame,
7e maji stejny pocet prvki. Abychom podobné mohli uvazovat
o mnozinach nekonec¢nych, hovofime misto o poc¢tu prvkia radéji
o mohutnosti. O mnozinach, které maji stejnou mohutnost, mu-

zeme rovnéz Fici, ze maji stejné kardinalni ¢islo.
Piiklad 1.
a) Mnoziny A = {a;b;¢;d}; B = {A;T;W; &} jsou konecné

a maji stejnou mohutnost (kardindlni ¢éislo ¢tyfi). PiSeme
Al = |Bl.

b) Mnozina C = {A;0;M; #; 0}, m4 mohutnost vétsi nez
mnoziny A; B z predchoziho ptikladu — zobrazeni A — C,
resp. B — C muze byt sice prosté, ale v tom pripadé pouze
injektivni (alespori jeden prvek mnoziny C' neni obrazem
zddného prvku mnoziny A, resp. B). PiSeme |C| > |4],
resp. |C| > |B].

Poznamka 1. V mnohych stfedoskolskych textech se setkdvame
s oddélovanim prvkt mnozin ¢arkami. Néktefi autori dokonce ta-
kovy zapis povazuji za ,standardni“. Tento ,standard“ ovsem
zcela popira zakladni smysl pojmu mnozina. V zapisech typu M =
={1,2,3,4} totiz nelze urdit, kterd ¢arka oddéluje prvky a kterd
je desetinna. Nevime tak, které prvky do mnoziny patii a které
ne, nevime dokonce ani to, kolik téch prvka vlastné je.

Priklad 2. Mnozina N = {1;2;3;...} vSech pfirozenych Cisel
a mnozina D = N\ {1;2} jsou obé nekonefné a maji stejnou
mohutnost.

Mnoziny ekvivalentni s mnozinou N nazyvame spocetné, jejich
mohutnost znac¢ime Rj. Je to nejmensi nekoneéné kardinélni éislo.

Bijektivni zobrazeni umoznuje kazdy prvek spocetné mnoziny
opatiit prirozenym ¢islem jako indexem. Jedno z moznych bijek-
tivnich zobrazeni f: N — D mnozin z pr. 3 je dano predpisem
fn)=a,=n+2.
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Priklad 3.

a) MnozZina Z vSech celych ¢isel je spocetnd, pFislusna bijekce

je (napfiklad)

7 ={a1;a9;as3;a45a5;...F ={0;1; =1;2; —2;...}.

b) Mnozina Q vSech raciondlnich ¢isel je spocetnd, bijekci se-

strojime nasledovné: kazdé raciondlni ¢islo budeme repre-

zentovat zlomkem g; g > 0 v zékladnim tvaru (kromé toho

0= %) Tyto zlomky sefadime vzestupné nejprve podle sou-
¢tu |p| + ¢, podmnoziny se stejnym souétem pak podle ¢ita-
tele, tedy

0 -11 -2 -11
Q—{G17G27G37a47a57a67~--}—{171717172727-~-}~

c¢) Interval (0;1) v8ak spocetny neni, jak dokdzal Georg Can-

tor tzv. diagonalni metodou. Dikaz provedl sporem: pred-
pokléddejme, Ze mnozina (0;1) je spocetna. To znamen4, Ze
vSechna realna cisla z tohoto intervalu lze opatfit indexy
z mnoziny N, tj.

(0;1) = {a1 = 0102003014 . . .
az = 0,51B82850 . ..
az = 0,717273%4 - - -

kde a; Bi;79i;- - € {0;1;...;9} jsou cifry desetinného roz-
voje jednotlivych ¢éisel. Nyni vezméme éislo b € (0; 1) takové,
7e b = O,b1b2b3b4..., kde bl 75 aq, bg 7é 62; b3 75 Y3 atd.
Takové ¢islo existuje (tato nerovnost ma v piipadé desit-
kové soustavy pro kazdou cifru dokonce devét feseni) a v na-
Sem seznamu neni. Kazdé zobrazeni N — (0;1) je tak pfi-
nejlepsim pouze injektivni, mnozina (0;1) ma tedy vétsi
mohutnost nez N. Zobrazeni f, kde pro kazdé x € (0;1)
je f(z) = tg(x— 1), je ziejmé bijekei (0;1) — R. To
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znamena, ze mnozina R ma stejnou mohutnost jako inter-
val (0;1). Je tedy No = |N| < [(0;1)] = |R|.

Georg Cantor tak objevil pozoruhodnou skutec¢nost, ze i aktual-
ni nekone¢na mohou byt ,razné velkd“. Mohutnost |(0;1)] = |R|
nazyvame mohutnosti kontinua. Mnoziny, které maji mohutnost
kontinua nebo vétsi (v dalsim textu pozndme, Ze i takové existuji)
nazyvame nespocetné.

Poznidmka 2 (hypotéza kontinua). Vyvstala tak pfirozené
otazka, zda existuje mnozina M, pro kterou je g = [N| < |M| <
< |R|. Ukézalo se, ze existenci této mnoziny nelze v dosavadni teo-
rii mnozin ani dokéazat, ani vyvratit. Hypotézu, ze takova mnozina
neexistuje (tzv. hypotézu kontinua), 1ze tedy pfijmout jako axiom,
mohutnost |R| prohlasit za mohutnost nejblize vyssi spocetnos-
ti Ny a oznadit ji Nj.

Mohutnost poten¢ni mnoZiny a puleni intervalu

Potenéni mnozina & (M) mnoziny M je mnoZina vSech podmno-
zin mnoziny M. V pfipadé, ze mnozina M je konecna a n-prvkova,
tedy |[M| = n, je |Z(M)| = 2", jak lze pomérné snadno doka-
zat matematickou indukei. Jednoprvkovd mnozina {a;} mé sku-
tecné 2! podmnoZin (totiz samu sebe a mnozinu prazdnou). Ma-li
mnozina {aj;ag;...;a,} 2" podmnozin, pak jeji sjednoceni s dis-
junktn{ mnozinou {a,1} mé za nasledek skute¢nost, ze kazdou
ze stavajicich 2" podmnozin je mozné rovnéz sjednotit s {an41},
¢imz vznikne dalsich 2™ disjunktnich podmnozin. Poc¢et podmno-
zin (n + 1)-prvkové mnoziny je tak 2" 4 27 = 2 +1,

Uvaha 1. Kardinélni ¢&islo potenéni mnoziny Z?(M) koneéné
mnoziny M dostaneme umocnénim dvojky na kardinalni ¢islo této
mnoziny. Kardinalni ¢islo potenéni mnoziny &(M) v pfipadé, Ze
mnozina M je spoéetnd, oznadime tedy celkem logicky 2%°. Otéz-
kou je, jakou mohutnost toto kardinalni ¢islo zastupuje. Ke zod-
povézeni této otazky udélame malou odbocku.

Uvaha 2. Uvazujme rovnici 222 — 1 = 0. Zapomeiime na chvili,
ze kofeny této jednoduché rovnice vsichni zname, aniz bychom
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ji museli Tesit, a hledejme jeden jeji kofen metodou ptileni inter-
valu (0; 1). Prvnim pilenim ziskdme dva subintervaly a zjistime,
7e kofen lezi v pravém z nich. Rozptlenim intervalu (0,5;1) zis-
kame opét dva subintervaly a zjistime, Ze kofen lezi v levém z nich.
Timto zptsobem mtzeme pokracovat libovolné dlouho a ziskavat
stale pfesnéjsi aproximace kofene. Vyuzivame tak potencidlniho
nekonecna — ke kazdému kroku existuje krok nasledujici, ke kazdé
libovolné pfesné aproximaci existuje aproximace presnéjsi.

Pfejdéme ovsem myslenkoveé k nekonec¢nu aktualnimu. Vsechna
mozna puleni tvoii spocetnou mnozinu (kazdy krok sebedelsiho
procesu je mozno oéislovat pfirozenym ¢islem), mohutnost této
mnoziny je Ng. Po tomto ,,po¢tu krokd“ dostaneme hodnotu ko-
fene zcela presné. Tato skutecnost je ziejma zvlasté tehdy, jestlize
si uvédomime, ze rozvoj kazdého redlného ¢isla v libovolné ¢iselné
soustavé ma jen spocetné mnoho cifer. Zcela jasné je to v pripadé
rozvoje binarniho, kdy kazdé ptleni, kazdé zkraceni intervalu na
polovinu, mé za nasledek zisk nasledujici nuly ¢i jednicky.

Uc¢inme dalsi myslenkovy skok. Budeme opét pilit interval
(0;1), ale v kazdém dalsim kroku budeme tentokrat pulit nikoli
jeden vybrany subinterval, ale vSechny subintervaly, které mame
v danou chvili k dispozici. V prvnim kroku ziskdme dva subinter-
valy, kazdy o délce jedné poloviny. Ve druhém kroku 22 subinter-
valil, kazdy s délkou 27 2. V n-tém kroku pro n € N pak 2" subin-
tervali kazdy o délce 27™. Pfechodem k aktualnimu nekonecnu
méme 2% subintervaltl kazdy o délce nula. Kazdy z téchto su-
bintervalt je tak obrazem pravé jednoho realného éisla (viz pred-
chozi odstavec) a naopak — kazdé realné ¢islo je vzorem jediného
intervalu, tj. vzorem v zobrazeni inverznim. Mnozina vSech jed-
noprvkovych podmnozin intervalu (0;1) (tj. i jeho prvkd samot-
nych — redlnych &sel) ma tedy mohutnost 2%°. Stejnou mohut-
nost — 2%° — m4 tedy i mnozina R — viz p¥iklad 3c a rovné pote-
nén{ mnozina libovolné spocetné mnoziny (viz tvaha 2). Plati tedy
|2(N)| = |2(Z)] = |2(Q)| = |R| = 2% a piijmeme-li hypotézu
kontinua, pak rovnéz 2% = R, (viz poznamka 2).
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Podivné nefungujici zip

V élanku Kufiny a Vondrové (2021) se muZeme docist: , Pfiro-
zené se naskytd otazka, zda maji stejnou mohutnost mnoziny J
a kartézsky soucin J x J. I zde je odpovéd (... ) kladnd“ (str. 119).

Tato véta plati jen pro nekoneéné mnoziny a skutecnost, Ze
mnozina J je nekonec¢né, lze ponékud pracné pochopit jen z pred-
choziho textu vySe jmenovaného ¢lanku. Odpustme vSak autortim
této véty drobny nedostatek a podivejme se nejdiive na argu-
menty, kterymi toto tvrzeni konkrétné pro interval (0;1) pode-
preli. Jejich text jsme si dovolili ponékud zestrucnit.

Kazdy prvek mmnoziny (0;1) x (0;1) je uspofaddand dvojice
[a1; as] redlnych ¢isel tvaru 0,aqa3a30y ..., resp. 0,81828354 . . .
dle prikladu 3c. Tuto dvojici autofi zobrazili na ¢islo

b= 0,0181008203830f4 . ..

Protoze ze zapisu ¢isel aq; as predem vyloucili rozvoje kondéici pe-
riodickou devitkou, jsou vSechny cifry «a;; 3; urceny jednoznacné,
kazdou dvojici [a1;as] € (0;1)° lze jednoznacnd ,spojit*, se-
pnout® do éisla b € (0;1) a naopak, kazdé ¢islo b lze jednozna-
¢né ,rozpojit“, ,rozepnout* do dvojice aj;as. Slovesa v uvozov-
kéch jsme zde pouzili zamérné, nebot Peter Zamarovsky pfirovnal
tento princip k zipu (Zamarovsky, 2018 str. 148; Kufina & Von-
drova, 2021, s. 119, 120). Pfirovnani jisté vtipné a didakticky velmi
trefné. Ma vSak jednu podstatnou vadu — tento zip nefunguje, di-
kaz je Spatné.

Popsané ,zapindni zipu“ (oznaéme ho f) totiZ neni bijekci,
ale pouze injekci. Intuitivné bychom ocekavali, ze to bude injekce
usecky do ¢tverce (Gtverec pfeci musi obsahovat ,vic“ bodl nez
jeho strana). Je to ov§em pfesné naopak — jednd se o injekci ¢tverce
do tusecky. Popularné feceno — zobrazeni f ,namacka“ vSechny
body ¢tverce pouze do ,¢asti“ (vlastni podmnoziny) jedné jeho
strany.

Jesté zajimavéjsi je ovSem dalsi véc. Je znamo, ze kazdé ¢islo
s konecnym dekadickym rozvojem lze chapat jako ¢islo s rozvo-
jem nekoneénym, a to bud s nekone¢nou posloupnosti nul, anebo
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devitek, napft.
0,46 = 0,460000... = 0,459999...

Kufina s Vondrovou zvolili prvni zapis (s nulami) a dostali in-
jekeci fi étverce do usecky. Kdyby zvolili druhy zéapis (s devit-
kami), dostali by rovnéz injekci, ale byla by to jina injekce. Byla
by to injekce fo # f1, jejiz obor hodnot by ,obsadil® jiné body
nez hodnoty injekce fi (viz obr. 1).

‘Y

€= 046000000, |0 b
b =0,45090909.. 1 fa

¢=0,46 000000 ...
b =0,45090909...

—
x

Obr. 1: ,Zapinani Zamarovského zipu“ neni bijektivni, ale pouze
injektivni. Obor hodnot navic zavisi na volbé zapisu racionalniho
cisla.

Popsané ,rozepindni zipu“ — ozna¢me ho g: (0;1) — (0; 1)2 -
neni bijekci, ale jen surjekci, o ¢emz svéd¢i naptiklad obrazy ¢i-
sel b = 0,45090909...; ¢ = 0,46000000.... Zcela evidentné je
b;c € (0;1); b # ¢, a pfitom obrazem téchto dvou riznych ¢isel je
tataz dvojice g(b) = g(c) = [0,4;0,59] = [0,4;0,6] bez ohledu na
to, zda jsme na pocatku nasi ivahy predem vyloudili periodické
devitky, anebo nuly.

Kazda dvé (rtiznd) ¢isla tvaru

b=0,61718272 - BreVeIVk4197k429 . .. #
#c=0,8mPB2v2 .. (Br + D)7e0Vk4107%420. . .,

kde B < 9, zobrazi zobrazeni g na tutéz usporadanou dvojici

g9(b) = g(c) = [ar;a2] =
=1[0,6182 .. Be—18k9999 .. 50,9172 « - Ve 1 VK Vh 1 V2 - - -] =
=1[0,61582 ... Br—1(Br +1)0000...50,9172 - - Y1 VkVhA1Vh42 - - -]
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Kazd4 dvé (riznd) ¢isla tvaru

b=0,81718272 ... BrVkBr+196k+29 . ..
#c=0,61710272 - Br(vk +1)Bry108k420. . .,

kde ~; < 9, zobrazi zobrazeni g na tutéz uspoirddanou dvojici

g(b) = g(c) = [ar;a2] =
=1[0,61582 ... BeBr+1Bk+2 - ;07172 -+ - Ye—17£9999 . . .] =
=[0,8182 - - - BrBr1Brr2---50,my2 - - Ye—1 (& +1)0000. . ]

- \ g ¢ = 0,46 00 00 00 ...

[0,4;0,5999 ...]
— [0,4;0,6] b = 0,4509 09 09 ...

Obr. 2: Rozepinani Zamarovského zipu“ neni bijektivni, ale
pouze surjektivni.

Tato situace nastane vzdy, kdyz se v desetinném rozvoji
¢isla b nachézi nekoneéna posloupnost cifer by9b;19b;429.. .,
resp. v desetinném rozvoji Cisla ¢ se nachazi posloupnost cifer
9¢,9¢k+19¢Ck 42 - . ., kde k € N, a takovych posloupnosti je dokonce
nespocetné mnoho, jak 1ze dokdzat mirnou modifikaci Cantorovy
diagonalni metody, ktera byla pfedvedena v piikladu 3c.

Mohutnost kartézského soudinu

Jak je to tedy s mohutnosti kartézského soucinu mnozin? Kar-
tézsky soucin koneénych mnozin mé mohutnost vétsi nez pivodni
mnoziny. Diky tomu nam funguje nasobilka. Podle nefungujiciho
Zamarovského zipu bychom mohli soudit, Zze u nekone¢nych mno-
zin je tomu naopak, Ze souc¢in mé& mohutnost mensi nez ptivodni
mnoziny. Jestlize jsme ovSem zjistili, Ze jedno konkrétni zobrazeni
neni bijekce, ani zdaleka to jesté neznamenad, Zze zadna bijekce ne-
existuje.
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Vratme se ke kardinalnim ¢islim. Kazdé pfirozené ¢islo je (ko-
neénym) kardindlnim ¢éislem (viz piiklad 1), setkali jsme se ovéem
i se dvéma riznymi kardindlnimi ¢isly nekoneénymi — Ny < Nj.
Aritmetické operace seéitdni, ndsobeni a umoctiovani lze zobec-
nit z piirozenych ¢isel na éisla kardinalni takto: Jsou-li a = |A|;
B = |B| dvé kardinalni ¢isla (af uz kone¢nych, anebo nekoneénjch
mnozin), pak

a) a+ f =|AU B| (zde je tfeba navic predpokladat, ze mno-
Ziny A; B jsou disjunktni),

b) a-8=]Ax B,

c) o’ = |{f: B — A}| (tj. mohutnost mnoziny vSech moznych
zobrazeni B — A).

Operace s kardinalnimi ¢isly maji i zndmé vlastnosti — jsou komu-
tativni, asociativni, nasobeni je distributivni vzhledem ke s¢itani,
pro mocninu plati znamé

P =af - o,

Protoze tuto rovnost déle vyuzijeme, nazna¢me jeji diikaz (prosim
Ctenéfe, aby jednotlivé kroky promyslel):

oSt A yBuct 2 |{f: BUC — A} a)=BNC=0

—{f: Bo Ay x{f:C = A} "2 b a7 0

Mizeme se snadno presveédcit, ze v piipadé konecnych kar-
dindlnich ¢isel dostavame znamé elementarni aritmetické operace.
Jak vSak bude vypadat napfiklad soucet ¢isel « = = Ny a soucin
Gisel y =6 =¥y 7

Abychom sestrojili soucet a + 8 = Ny + Ny, je potfeba na-
jit dvé disjunktni spocetné mnoziny jako reprezentanty kardinal-
niho ¢isla Xy a najit kardinélni ¢islo jejich sjednoceni. Takovymi
mnozinami jsou napiiklad mnoziny L = {1;3;5;...}, resp. S =
= {2;4;6;...} vSech lichych, resp. sudych ¢isel. Jsou disjunktni,
obé jsou spocetné, jejich sjednocenim je mnozina N, takze mame

Ng + Ro = [L] + |S| = [N| = Ro.
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Soudin v - d = Ny - Ny jiz snadno odvodime z hypotézy kontinua,
vlastnosti mocniny a souctu:

Ry - Ny =280 . o%0 — oRotRo — 9No —

Tato rovnost fika, ze mohutnost kartézského soucinu dvou libo-
volnych mnozin ekvivalentnich s mnozinou R je opét ekvivalentni
s mnozinou R. Interval (0;1) je ekvivalentni s R (viz priklad 1c),
plati tedy, ze i (0;1) x (0;1) je ekvivalentni s R. Je tedy |(0;1)] =
— 1(01)% = RJ.

Po Cantorové ditkazu sporem jsme se dotkli dalsi dulezité di-
kazové techniky — tzv. nekonstruktivniho dikazu. Ukazali jsme, ze
mnoziny (0;1); (0;1)? maji mohutnost kontinua, takZe mezi nimi
musi existovat bijektivni zobrazeni. Neposkytli jsme vSak zadny
navod, jak takové zobrazeni sestrojit. To je ukolem dikazu kon-
struktivniho. Konstrukce této bijekce by vSak tento text netimérné
prodlouzila.

Souboj potencialniho a aktualniho nekonec¢na

Jak bylo feceno vyse, hledani stale vétsich pfirozenych ¢isel je po-
tencidlné nekonecné, protoze ke kazdému libovolné velkému ptiro-
zenému cislu existuje ¢islo jesté vétsi. O vSech prirozenych cislech
vsak lze uvazovat jako o jednom celku, ktery oznacime N a ktery
ma nekonec¢né mnoho ,objektid“ — prvki. Tim jsme myslenkoveé
ukoncili potencidlné nekoneény proces hledani vétsich a vétsich
Cisel a dospéli jsme k nekonecnu aktualnimu, jehoz symbolickym
vyjadfenim je kardinalni ¢islo N.

Zjistili jsme ovSem, Ze i aktualni nekone¢na mohou byt rtizné
velkd a Ze Ny je nejmensim z nich. Cislo 8; je mohutnosti viech
mnozin ekvivalentnich s R. Tato mohutnost je opét nekonec¢nd,
ovsSem vetsi nez Ng. Je tedy Ny < Nj.

Je pfirozené se ptat, zda existuje mohutnost Ny vétsi nez Ny,
tj. Ng < Ny < Ny. Dokonce si pak mtzeme polozit otazku, zda
existuji stale vétsi a vétsi mohutnosti, tj.

Nog <Np <RNg <o <Ny <Ry <L
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Formélné takové nerovnosti jisté napsat mtzeme. Jde o to, zda
lze mnoziny téchto mohutnosti také sestrojit. Odpovéd na tuto
otazku je kladné a konstrukce kupodivu docela jednoduché. Jak
jsme jiz konstatovali, je Ry = |[N| < |2 (N)| = 2% = |R| a diky
piijeti hypotézy kontinua miizeme doplnit 2% = |R| = ;.

Svoji potenéni mnozinu ma ovSem nejen mnozina N, ale i mno-
zina R. I v tomto pfipadé plati analogicky X; = |R| < |[Z(R)| =
= 2% Pfijmeme-li tedy hypotézu 28t = Ry — je to jakysi ,na-
sledovnik®* hypotézy kontinua — dostavame N5 jako mohutnost
mnoziny Z(R). I tato mnozina &(R) mé svoji potenéni mnozinu
— je to mnozina Q(@(R)) Zopakujeme-li pfedchozi tvahu, do-
staneme |2 (2 (R))| = Ns.

Takto mizeme ziejmé pokracovat libovolné dlouho. Dosté-
vame se tak do zajimavé situace. Aktualni nekonecna symbolicky
vyjadifena kardinalnimi ¢isly Rg; R1; No; ... jsou razné velka a k li-
bovolné velkému aktualnimu nekonec¢nu

N, — ‘g)(gz( (,@(R))D

lze najit aktualni nekonecno N, 1, které je vétsi. Mame zde tedy
souhrn ¢i soubor aktualnich nekonecen, ktery je nekoneény pouze
potencialné.

Posledni otazkou ziistava, zda i o vSech kardinalnich ¢islech lze
uvazovat jako o jednom celku, souhrnu ¢i souboru. Zda i zde mtize
zvitézit nekonec¢no aktualni.

Intuitivni teorie mnozin odpovi ne, mozné to neni. V intuitivni
teorii mnozin jsou totiz pojmy celek, souhrn ¢i soubor synonymem
pojmu mnozina. Pokud bychom vSak pripustili, Ze i souhrn vSech
kardinélnich ¢isel je mnozinou, odvodime fadu paradoxt, z nichz
alespon nékteré Ctenar jisté zné.

Pfesto je mozné i o vSech kardinalnich ¢islech uvazovat jako
o jednom souboru. Intuitivni pojem ,soubor® je ovSem tieba pres-
né matematicky specifikovat, pfedev§im axiomaticky presné roz-
lisit dva typy soubor® — mnoziny a tzv. tfidy. V axiomatické teorii
mnozin je ,soubor® vSech kardinalnich ¢isel tfidou a neni mnozi-
nou. Axiomaticky pfistup k teorii mnozin k zadnym paradoxim
nevede.

(n — 1 zé&vorek)
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Zavér

Kazdy, kdo nékdy néco pocital, musel drive ¢i pozdéji s poc¢itanim
skoncit. Nikdo nikdy nevidél nekonecné mnozstvi redlnych pred-
métt. Mohlo by se tedy zdat, ze nekonecno do naseho svéta ne-
patfi, protoze nema oporu v nasi zkuSenosti. Kdybychom ovsem
béznou zkusenost takto absolutizovali, véfili bychom dodnes, ze
Zemé je ploché deska.

Nejvétsi objevy lidstva se zrodily naopak ve chvilich, kdy se
uvazovani ¢lovéka dostalo do konfliktu s jeho kazdodenni zkuse-
nosti, a ¢lovék dal pfednost abstraktnimu mysleni. Pravé z tohoto
dt@vodu by mél pojem nekonecna pattit k zdkladni intelektualni
vybavé moderniho ¢lovéka. Jestlize tedy tento ¢lanek prispél k ob-
jasnéni alespon nékterych otazek, které se pojmu nekonecna ty-
kaji, pak splnil svij ucel.
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Abstract

This paper deals with some problems of the sets cardinality. It ex-
plains the concept of countability and uncountability. It discovers
the incorrectness of the previously described construction of the
bijection betwen the square and its side. It provides a correct proof
of the existence of this mapping and describes the construction of
higher cardinalities with a technique that is understandable for
talented secondary school students.
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