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PODOBNOST ROVINNYCH
UTVARU - NEKOLIK POSTREHU

TEREZA RUOZICKOVA!

1. Uvod

Téma podobnost je zatazovano obvykle do 9. ro¢niku zékladni
gkoly. Podle RVP ZV (VUP, 2017, s. 36) by si zaci méli osvojit
vyuzivani vét o podobnosti trojihelnikt pro feseni tloh vypocto-
vého charakteru a ke zduvodriovani. Podobnost muze byt krité-
riem pro t¥idéni zékladnich rovinnych utvart, coz je také jeden
z oc¢ekavanych vystupi.

2. Dotaznikové Setreni

Pro Setfeni byl vytvofen dotaznik s dvanacti otdzkami (dostupny
z https://forms.gle/k9Ncwvk3zZkEuF806). Prvni ¢dst dotaz-
niku tvoii dvé uzaviené tlohy (vybér jedné spréavné odpovédi,
prifazovaci uloha) a pét otevienych uloh. Téchto sedm tloh bylo
puvodné soucasti pracovnich listl, které autorka zamyslela zadat
béhem praxi. V disledku vladnich opatteni, kterda vedla k uza-
vieni §kol, bylo nutné vSe prepracovat do podoby realizovatelné
bezkontaktné. Z toho divodu bylo do dotazniku pfidédno pét dal-
Sich otazek, jejichz zodpovézeni umoznilo aspon omezené zhodno-
tit podminky a okolnosti, které mohly odpovédi zakt ovlivnit.

Odkaz na dotaznik byl rozesldn do 15 zakladnich skol a vi-
celetych gymnéazii v Plzeniském kraji. Odpovédi vyplnilo 30 zaka
devatjch t¥id z osmi rtznych zékladnich skol. Zaci fesili a vy-
pliiovali odpovédi v ramci doméci pfipravy, pét z nich doplnilo

1Pfispévek byl podpofen vnitinim grantovym systémem FPE ZCU, BA-
MAPE 2020.
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odpovédi do vytisténé verze dotazniku. Z téchto testi bylo mozné
vycist i postupy feSeni né€kterych tloh. Jeden z zakt nefesil tlohy
v prvni ¢asti dotazniku, zodpovédél pouze druhou ¢ast dotazniku.
K jeho odpovédim se tedy neptihlizelo.

Cilem tohoto Setfeni byl prizkum zakovskych znalosti tyka-
jicich se podobnosti s ohledem na vjuku probihajici distanc¢ni
formou. Cilem bylo pfedevsim zjistit, jak a zda zaci rozlisuji po-
dobnost tvard v bézném a matematickém vyznamu, zda zvladaji
standardni skolni ikoly a zda si poradi s nestandardnimi tlohami.
7 dostupnych databazi nebyla nalezena zadna studie zabyvajici se
obdobnym tématem.

3. Ulohy — zadani, eSeni a vystupy
Uloha 1. Strana étverce se zvétsila 2x, jeho obsah se zvétsil
a) 2x b) 4x c) 6x d) 8x

Upraveno podle (Molnér et al., 2001, s. 29).

Zéci, kteii vypliovali tisténou verzi dotazniki, si vypomohli
volbou konkrétniho ¢tverce se stranou 3 cm, resp. 2 cm. Vypocetli
obsah ¢tverce s takovou stranou a obsah c¢tverce s dvojnasobnou
stranou. Vypocet podilu obsahti je dovedl ke spravné odpovédi b).
V jednom piipadé pracoval zdk s obsahy ¢tverct se stranami a,
2a. Z4ci mohli k vysledku dojit ,,geometricky“, na zékladé nacértku
libovolného c¢tverce a ¢tverce s dvojnasobnou stranou.

Nespravnych odpovédi byla témér ¢tvrtina. V poloviné z nich
zaci uvedli, ze obsah se zméni stejnym zptsobem jako délka strany,
tj. odpovéd a). Stejné pocdetnd skupina zakd nespréavné vybrala
variantu d), patrné jako souéin 2 - 4, navic tedy mohli pracovat
s obvodem misto obsahu. V jednom ptipadé zék volil odpovéd c).
Predpokladali jsme, Ze 6nasobné zvétseni obsahu pii zdvojnaso-
beni délky strany ¢tverce zaci vylouci jako prvni — jako zcela ztej-
mou Spatnou odpovéd.
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Uloha 2. Hledejte skupiny podobnych ttvart (rfiznou tloustku
¢ar zanedbejte). Odpovédi zapisujte napt.: AB, CDE, FG, ...

CHEVR RS
FZ:; Q) HB ] s—
1] = >0e O
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7 teseni tohoto tkolu bylo mozné usoudit, nakolik Zaci vni-
maji rozdil mezi podobnosti itvart v matematickém a bézném
vyznamu.

Z 23 atvart bylo 15 v jedné ze 7 skupin podobnych atvart,
ostatnich 8 utvar® nebylo mozné pfidat k zadné z téchto skupin.
Skupiny podobnych Gtvaria uvadime v tabulce 1 spolu se strué¢nym
pojmenovanim a informaci, zda jsou si Gtvary ve skupiné podobné
pfimo (P), nebo nepiimo (N).

Tab. 1: Skupiny podobnych utvara

kruznice | A, P P | smajlici E,G | P
Sipky 1 B, I P | R-trojuhelniky | H, Q | N
Ctverce C, N, W | P | zalozky K,S | N
hora D, U N

Dvé tietiny respondentt spravné uvedly skupinu {A, P} dvou
podobnych kruznic. Ctyfi fesitelé do této skupiny piidali jesté
nékterého ze smajlikt a 7krat byla povazovana elipsa za utvar po-
dobny kruznici. Nespravné odpovédi pfisly pouze od zaku, ktefi
se s tématem podobnost seznamili alespon ¢astecné ve gkole. Ti,
ktefi se setkali s podobnosti pfi distancéni vyuce nebo viibec, uvedli
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spravnou odpoveéd s vyjimkou jednoho Fesitele, ktery odpoved vy-
nechal.

Vétsi tspésnost byla v nalezeni skupiny utvart {B, I}, vice
nez 75 %. Sest nespravnych feseni obsahovalo ve skupiné ,Sipky 1“
také aspoti jeden z ttvart {J, R}. V pfipadé opakovani pokusného
Set¥eni by skupina utvart {B, I} byla vyfazena. Ani z ti§téné, ani
z elektronické verze dotazniku nelze totiz snadno zjistit, zda jsou
Hkratké usecky* udavajici smér Sipky zkraceny ve stejném poméru
jako jhlavni usecky“, které Sipky tvori.

Kromeé jednoho zaka, ktery tlohu nefesil, zfejmé z divodu, ze
se s tématem nesetkal ani v ramci online vyuky, vSichni poznali
podobné ¢tverce. Dva Tesitelé zapomnéli ke ¢tvercam {C, N} pfi-
dat ¢tverec W. Mozné je to tim, ze je ctverec W vuci ¢tverci N,
ktery je umistén v prototypické poloze, pootocen o 45°.

Nepiimo podobné utvary {D, U} k sobé spravné piifadila
zhruba jedna tfetina zakd. Témér ¢tvrtina k nim prifadila jesté
atvar L ohraniceny lomenou carou ze tii Gsecek a kfivou carou,
tj. odligitelny od ttvart D a U jen na zakladé jejich hranice. Ctyii
zaci k atvartm {D, U, L} pfidali jesté utvary {K, S}, mozn4 proto,
ze Cast jejich hranice tvori kfiva ¢ara — ,,vinka“.

Témér tietina zaka utvorila skupinu podobnych utvara jako
skupinu vSech emotikonti {E, G, O}. Polovina utvofila dvouclen-
nou skupinu emotikont {E, G}, coz bylo povaZovano za spravnou
odpovéd, a Gtyfi zaci je vilbec nepovazovali za podobné.

Pétina Tesitelt zfejmé povazuje za vzajemné podobné jakékoli
trojuhelniky, nebot jako skupinu podobnych ttvart zapsala trojici
{H, Q, M}. Stejny pocet zaki nepiiradil dtvaru H zaddny podobny
utvar. Dvojice {H, Q} se objevila jako spravné feseni v poloviné
v8ech odpovédi.

Nalezeni dvojice {K, S} mélo mezi nepiimo podobnymi titvary
nejvetsi uspésnost, 18 spravnych odpovédi z 30. O prifazeni utvara
{K, S} k ttvarim {D, U, L} jsme se zminili vySe. Ostatni fesitelé
nepovazovali utvary K a S za podobné.

Z rozboru zakovskych feSeni usuzujeme, Ze zaci spravné vycleni
podobné utvary, jde-li o jednoduché geometrické atvary, resp. o za-
kladni atvary (kruZnice, étverce, pravotihlé trojtihelniky). Jakmile
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néceho ze skutecnosti, podobnost v matematickém smyslu ustu-
puje do pozadi a zaci utvary seskupuji podle intuice, na zakladé
blize nedefinovatelného pojeti podobnosti v bézném smyslu.

Uloha 3. Které trojihelniky jsou podobné trojuhelniku ABC?
Odpovédi piste ve tvaru PQR, TUV, ...
Upraveno podle (Odvéarko & Kadlecek, 2013, s. 40).

D

Tato jednoduché tloha byla zaddna mimo jiné s cilem zjistit,
ktery z trojuhelnikti bude nejcastéji zastoupen jako trojuhelnik
podobny s AABC.

Priblizné 75 % vsech odpovédi obsahovalo jako trojithelnik po-
dobny s AABC trojuhelnik ADC, ktery je s nim dokonce shodny
(dvojice vzor a obraz v osové soumérnosti podle pfimky AC).
Tretina vSech zdka zapsala vrcholy AADC ve spravném potadi,
tfetina uvedla vrcholy trojahelniku v porfadi A, C, D. Objevil se
i zapis vrcholu v poradi C, A, D a C, D, A.

Trojuhelnik EFG zafadilo mezi trojahelniky podobné AABC
70 % vsech zakt. Protoze jsou trojuhelniky ABC a EFG podobné
pfimo, podaril se az na dvé odpovédi zapis vrchold trojihelniku
ve spravném potadi, tj. F, F, G.

Pokud Feseni obsahovalo pouze jeden trojihelnik (17 % respon-
denti), byl to pravé AADC, nebo AEFG. Trojihelniky EHG
a ABC nikdo neuvedl samostatné jako jediné feSeni tlohy, byly
vzdy ve skupiné s nejméné jednim dalsim trojuhelnikem.
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Sestnact zakt naslo tii trojihelniky podobné AABC. Vsichni
vynechali trojihelnik ABC'. Zajimavé bylo sledovat poradi troj-
thelnikt v odpovédich — uprednostni vliv velikosti itvaru a zacnou
ANADC, nebo je zasadnéjsi pfima podobnost a prvni trojihelnik
v feSeni bude AEFG? V necelé ¢tvrtiné vsech odpovédi postupo-
vali zaci ,od nejvétsiho trojuhelniku“; AADC, AEHG, AEFG.
Druhd nejéetné&jsi skupina (zhruba sedmina) napsala trojuhelniky
v opa¢ném poradi, od pfimo podobného AEFG, ke shodnému
NADC.

Pouze t¥i Zaci povaZovali trojihelnik ABC za podobny sam
sobé a zafadili do feSeni vSechny c¢tyti trojuhelniky. Trojuahel-
nik ABC byl uveden bud jako posledni, nebo jako prvni.

Uloha 4. Utvary U, a Us jsou podobné. Oznaéte navzijem od-
povidajici si body jednotlivych utvari. (Pro bod A vyberte odpo-
vidajici bod ve sloupci atd.)

E N M
D (0}
L
P
F C
K
U
U
A B 2

Dvojice odpovidajicich bodt se zaznamenavaly do matice:

K L M N 0 P

O 0 000 o
O 0 000 0o
O 0 0O 00 0O
O 0 0O 00 o
O 0 0O 0O 0 O
O 0 000 0O
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Uloha byla p¥ipravena tak, Ze jako prvni vybizela hledat odpo-
vidajici bod k ,vyznamnému“ bodu utvaru U;, kterym je bod A.
V jednom pripadé byl misto bodu P pfifazen bodu A bod M. Dalsi
body fesitel pritadil tak, jako kdyby byly utvary U; a Us primo po-
dobné, tj. bodu B prifadil bod N, bodu C bod O atd. Objevilo se
také Tfeseni, v némz jsou jednomu bodu pfifazeny dva rtzné body.
Doty¢ény zak spolu s dalsimi dvéma, kteri lohu viibec nefesili,
nejspis nepochopil zadani tilohy nebo zptsob zapisu feseni.

Uloha 4 byla zafazena jako piipravna pro dalsi tlohu, ve které
se pozadoval korektni zapis podobnych trojihelnikd, tj. s takovym
usporadanim vrchold trojuhelniku, aby si vrcholy v podobnosti
odpovidaly.

Uloha 5. Které trojuhelniky z obrazku jsou si navzajem po-
dobné? Podobnost trojuhelniki zapiste — dejte pozor na odpovi-
dajici si vrcholy. Misto AK LM ~ APQR piste odpovédi ve tvaru
KLM-PQR.

C

A D B

Za Uplné TeSeni byly povazovany tfi dvojice trojuhelnikt za-
psané napt. takto: ABC-ACD, ABC-CBD, CBD-ACD. Ne-
ocekavali jsme, ze zaci zafadi dvojice stejnych trojihelniki, napr.
ABC-ABC, i kdyz plati, ze kazdy trojuhelnik je podobny sam
sobé (reflexivita podobnosti). Také jsme pfedpokladali, Ze napf.
dvojice ABC-ACD a ACD-ABC budou zaci povazovat za stejné
feSeni a nebudou proto uvadét obé dvojice (symetri¢nost podob-
nosti).

Vétsi narocnost tulohy doklada i vétsi podil respondentii
(20 %), kteri odpovéd vynechali, a to i pfesto, Ze néktef{ z nich
stihli vyklad tématu podobnost jesté prezen¢ni formou ve Skole.

Pouze jednu dvojici podobnych trojuhelnik naslo 40 % zaki.
Zajimavé je sledovat, kterd z dvojic byla zastoupena nejcastéji
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a jaka strategie mohla byt pouzita pro to, aby si v zapisu podob-
nych trojuhelnikid odpovidaly spravné vrcholy.

Oznacme T1, Ts, T3 postupné trojuhelniky ABC', CBD, ACD.
Osm zakt poznalo, ze jsou podobné trojuhelniky 7o ~ T3, tii
odhalili dvojici T4 ~ T3 a jeden Ty ~ Th. Sest z téchto 12 zakda
neuvedlo korektni zapis z hlediska odpovidajicich si vrcholi.

Domnivéme se, Ze vhodnym postupem pro utvoreni spravného
zapisu podobnosti dvou trojuhelnika je ,hlidani“ typt stran ve
spravném poradi. Napf. ke spravnému zapisu ABC-ACD lze do-
spét strategii ,pfepona — delsi odvésna“, k zapisu ACB-ADC
postupem ,kratsi odvésna — delsi odvésna“. Postup ,prepo-
na — kratsi odvésna“ vede k zapisu BAC-CAD.

Strategii ,,pfepona — delsi odvésna“ pouzila vétSina Fesiteld.
Pouze v jednom pripadé byla ,prevracena”, tj. zak pouzil poradi
,delsi odvésna — pfepona‘“. Vsichni ostatni pouzili postup ,kratsi
odvésna — delsi odvésna“, a to v tomto poradi. Strategii ,,pfepo-
na — kratsi odvésna“ ani k ni , pfevracenou” nepouzil nikdo.

Vyznamné mensi chybovost (pouze 1 zdk z 11) mél postup
ykratsi odvésna — delsi odvésna“ nez postup zahrnujici pfeponu
(10 zékt ze 13).

Dvé dvojice podobnych trojuhelnikt, T7 ~ T3, T ~ T3, nasel
a korektné zapsal jen jeden fesitel. TTi feSeni (tfi dvojice podob-
nych trojuhelnik) nebo jejich nidznak (jedna trojice podobnych
trojuhelnikid) se projevil u 10 zakid. Pouze dva Zaci zapsali vysle-
dek zcela spravné jako t¥i dvojice podobnych trojuhelnikt véetné
odpovidajicich si vrcholt. Zbylych osm zaki uvedlo jednu trojici,
napi. ADC-ACB-CDB. Spravny zapis s ohledem na odpovida-
jici si vrcholy méli jen ti, ktefi postupovali strategii ,,mensi od-
vésna — vétsi odvésna® (Ctyti zaci).

Uspésny postup ,,mensi odvésna — vétsi odvésna“ pouzili zaci
ruznych skol. Nakolik je to postup, k némuz byli vedeni svymi uci-
teli, neni zjisténo. Tento vysledek pokusného Setfeni by ale mohl
byt dobrym voditkem pro zacinajici ucitele matematiky, jak po-
moci zaktm, aby nepokazili zapis podobnych pravouhlych troj-
thelniki.
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Uloha 6. Rozméry stran prvniho trojthelniku jsou 54 mm,
48 mm, 66 mm. Rozmeéry druhého trojuhelniku jsou 32 mm, 36 mm
a 44 mm. Jsou trojuhelniky podobné, nebo ne? V pripadé, Ze jsou
trojuhelniky podobné, podle jaké véty a jaky je pomér podob-
nosti?

Upraveno podle (Béloun, 1992, s. 163).

I kdyz tloha cili na jeden z ocekévanych vystupt stanovenych
v RVP ZV, 40 % respondentti se ani nepokusilo na zadnou ze t¥i
otazek odpovédét. Otazky nejsou zcela nezavislé. Pokud nékdo do
dotazniku napsal napf. ,usu“ nebo ,3 : 2“ interpretovali jsme
to jako spravnou odpovéd na otazku, zda jsou trojuhelniky po-
dobné, bez ohledu na vécnou spravnost z hlediska dalsich otéa-
zek. S prihlédnutim k tomu meélo aspon jednu spravnou odpovéd
14 7zakt, tj. méné nez polovina. Cty¥i poznamenali, Ze trojiihel-
niky nejsou viibec podobné. Ptislusni fesitelé nejspise nevytvareli
podily velikosti odpovidajicich si stran trojuhelnikt, ale podily
velikosti stran v poradi, v jakém byly uvedeny v zadéani. V jed-
nom TFeSeni zapsaném ve vytisténém dotazniku autor misto podila
velikosti stran utvarel jejich rozdily. Pokud by misto 36 mm bylo
zadano 26 mm, povazoval by trojuhelniky za podobné, protoze
54 — 32 =48 — 26 = 66 — 44 = 22.

Zcela spravné odpovédéli jen 4 zaci, kteri uvedli, ze trojtuhel-
niky jsou podobné s koeficientem 2/3 (3/2) podle véty sss. Ve
zbyvajici tfetiné zakt, z jejichz odpovédi bylo mozné usoudit, ze
zadané trojuhelniky jsou podobné, méli jen tii spravné koeficient
podobnosti a jini tfi spravnou vétu o podobnosti trojuhelnik.
V ostatnich nespravnych odpovédich se objevily pomeéry 9 : 8 : 11,
3 : 5 jako koeficienty podobnosti. V prvnim pfipadé jde o zakladni
tvar pomeéru velikosti stran prvniho trojahelniku, v ptipadé 3 : 5
se domnivame, ze zdk hodnoty néjakym zpiisobem zaokrouhlil.
Podobnost trojahelnikti vétou usu misto véty sss zduvodnili cel-
kem dva zéci. K zavéru mohli dojit porovnanim odpovidajicich si
ahlt v narysovanych trojuhelnicich, jak doklada jedno z feSeni.

Netuispésnost tlohy 6 (vynechané odpovédi, nespravné postupy,
chyby) nelze pfi¢ist uzavieni gkol a distan¢éni vyuce. Nedostatky
se projevily v FeSeni Skolakt, ktefi vSe stihli pred uzavienim,
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i v feSeni zaka, kteri ¢ast tématu podobnost zvladli ve skole a ¢ast
doma.

Uloha 7. Hynek zjistuje, kolik méfi jeho piitelkyné Magdaléna.
Zméril, ze kdyz stoji vedle sebe, jeji stin je o 20 cm kratsi. Hynek
je vysoky 180 cm a jeho stin je dlouhy 200 cm. Kolik méfi Magda-
1éna? Tip: Zkuste si celou situaci nakreslit.

Prevzato z (Presové et al., 2017, s. 76).

Ulohu neuméla uchopit tietina zakd. Je oviem mozné, ze Fesi-
tele odradilo doporuceni tykajici se nacrtku, tj. nutnost stravit
s tlohou trochu vice ¢asu, a také slovni formulace problému s prak-
tickym nadmétem.

Odpovéd tietiny téch, ktefi se pokusili tllohu Fesit, byla ne-
spravna — 160 cm. K vysledku nejspise dospéli tak, ze rozdil mezi
délkou Hynkova stinu a jeho vyskou odecetli od délky Magdalé-
nina stinu. Tento postup byl nékolikrat zapsan v tisténé formé
dotaznik.

Spravny vysledek, 162 cm, zapsalo celkem 14 zdka. Ti mohli
ulohu vypocitat napiiklad z rovnosti poméru délek stini a po-
méru vysek postav nebo z rovnosti poméru vysky a délky stinu
jedné osoby a poméru vysky a délky stinu druhé osoby. S ohle-
dem na zptisob zaznamenavani odpovédi nemuzeme sdélit, ktery
postup prevazoval. V dotaznicich dopliiovanych ru¢né postupovali
respondenti jen podle druhé z uvedenych moznosti.

4. Shrnuti

7 rozboru zakovskych reseni usuzujeme, Ze zaci spravné vycleni
podobné utvary, jde-li o jednoduché geometrické utvary, resp. o za-

vvvvvv

atvary, pouzivaji nedefinovanou podobnost uzivanou v bézném
zivoté. Vétsi chybovost se vyskytla pfedevsim v nestandardnich
ulohéch.
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Abstract

The article summarizes the results of experimental research car-
ried out in lower secondary schools in May and June 2020. Its aim
was to find out how and whether pupils differentiate the similarity
of shapes in common and mathematical meaning, whether they
handle standard school tasks and whether they cope with non-
-standard ones.
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