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MATEMATICKA OLYMPIADA

Ve dnech 27. — 30. 3. 2011 se v Brné uskutecénilo celostatni
kolo 60. ro¢niku matematické olympiady kategorie A. Zverejiu-
jeme zadani a FeSeni uloh, seznam vitézli a uspéSnych resiteli.
Soucasné zverejiiujeme Ulohy prvniho kola pristiho ro¢niku Mate-
matické olympiady, kategorii A, B, C pro $kolni rok 2011-2012.

Ulohy celostatniho kola 60. ro¢niku
matematické olympiady
Brno 27. - 30. brezna 2011

1. Urcete velikosti vnitinich 1hla v8ech trojihelniki ABC s vlast-
nosti: Uvnitf stran AB, AC existuji po fadé body K, M, které
s pruseCikem L pfimek M B a KC tvoii tétivové ctyruhelniky
AKLM a KBCM se shodnymi opsanymi kruznicemi. (Jaroslav
Svréek)

Reseni. Ctytihelnik K BCM je tétivovy, pravé kdyz |[SCM Bl =
= |JCKB| neboli |[JAKL| = |SAML| (obr. 1). Pfitom ¢tyituhel-
nik AKLM je tétivovy, prave kdyz |JAKL| + |[FAML| = 180°.
Ve zkoumaném pripadé proto musi byt vsechny ¢tyri zminéné uhly
pravé, K a M jsou tak paty vysek v trojihelniku ABC, ktery
je tudiz ostrouhly, a bod L je prisecikem jeho vysek. Kruznice
opsana ¢tyruhelniku K BCM je Thaletovou kruznici nad prumeé-
rem BC a kruznice opsana c¢tyiuhelniku AKX LM je Thaletovou
kruznici nad priimérem AL.

Kruznice opsané uvedenym c¢tyiuhelnikiim jsou shodné, praveé
kdyz jsou shodné jejich priméry BC a AL. Oznac¢me velikosti
vnitinich ahli v trojahelniku ABC obvyklym zptsobem «, 3, 7.
Pravouhlé trojuhelniky CKB a AK L jsou podobné, protoze pro
jejich Uhly pfi odpovidajicich vrcholech C' a A plati |[SBAL| =
= |4 BCK| = 90°— (. Ztejmé proto plati | BC| = |AL|, praveé kdyz
|AK| = |CK|, tedy AKC je pravothly rovnoramenny trojuhelnik.
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Vidime, ze trojuhelnik ABC' vyhovuje podminkam tlohy, prave
kdyz je ostrothly s ihlem a = 45°. Pro ostré ihly 3 a v pak plati
B+ v = 135°.

Zdvér. Resenim jsou pravé vsechny trojice Ghli (a,3,7v) =
= (45°,45° + »,90° — ), kde ¢ € (0°,45°).

2. Urcete vsechny trojice (p, g, r) prvocisel, pro néz plati
(p+1)(g+2)(r + 3) = 4pgqr.
(Jaromir Simsa)

Reseni. UkaZeme, Ze dané rovnici vyhovuji pravé tii trojice pr-
vocisel (p,q,7), a to (2,3,5), (5,3,3) a (7,5,2).
Danou rovnici nejprve upravime do tvaru

(1+%)(1+§-)(1+§-):4.

Protoze 3% < 4 - 23, musi byt aspoil jeden ze tii ¢initelti na levé
strané upravené rovnice vétsi nez —g— Pro prvocisla p, ¢, r tak nutné
plati p < 2 nebo ¢ < 4 nebo r < 6. Vzhledem k tomu, zZe neexis-
tuje zadné prvocislo mensi nez 2, zbyva vysetfit nasledujicich pét
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moznosti: ¢ € {2,3} a r € {2,3,5}. Ty nyni rozebereme jednot-
livé, pritom uvaZovanou hodnotu ¢ ¢i r vzdy dosadime do dané
rovnice, kterou pak (v oboru prvodisel) vyfesime pro zbyvajici dvé
nezname.

Pro ¢ = 2 dostaneme (p + 1)(r + 3) = 2pr, odkud plyne
r=3+6/(p—1), coz je celé ¢islo pouze pro prvodisla p €
€ {2,3,7}. Jim vsak odpovidaji r € {9,6,4}, ktera nejsou
prvocisly.

Pro ¢ = 3 dostaneme 5(p + 1)(r + 3) = 12pr, odkud plyne,
ze p = 5 nebo r = 5. Pro p = 5 dostaneme feseni (5.3, 3)
a pro r = 5 feeni (2,3, 5).

Pro r = 2 dostaneme 5(p + 1)(¢ + 2) = 8pgq, odkud plyne,
ze p = 5 nebo ¢ = 5. Pro p = 5 nedostaneme zadné treseni
v oboru prvocisel, zatimco pro ¢ = 5 dostavame tieti feseni
dané rovnice, kterym je trojice (7,5, 2).

Pro r = 3 dostaneme (p + 1)(q + 2) = 2pq, odkud ¢ = 2 +
+4/(p—1), coz je celé ¢islo pouze pro prvodisla p € {2,3,5}.
Mezi odpovidajicimi hodnotami ¢ € {6,4, 3} je jediné prvo-
¢islo, pro néz dostavame feseni (p,q,r) = (5,3, 3), které jiz
zname.

Pro r = 5 dostaneme 2(p + 1)(q + 2) = 5pq, odkud plyne,
ze p = 2 nebo ¢ = 2. Pro p = 2 dostavame uz znamé reseni
(2,3,5), zatimco pro ¢ = 2 vychazi p = 4.

Jiné reseni. Pro kazdé prvocislo ¢ plati nerovnost ¢+ 2 < 2q.
Pro prvocisla p a r tak dostaneme nerovnici 2(p+ 1)(r + 3) > 4pr,
kterou upravime na tvar (p — 1)(r —3) < 6. Protoze p — 1 > 1,
musi byt » — 3 < 6 neboli » < 9. Odtud plyne, Ze nutné r €
€ {2,3,5,7}. Postupnym rozborem kazdé z téchto &tyf moznosti
dospéjeme (analogicky jako v pfedchozim feseni) ke tfem trojicim
prvocisel (p,q,7): (2,3,5), (5,3,3) a (7,5,2), které jsou jedinymi
feSenimi ulohy.
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3. Predpokladejme, ze redlna ¢isla z, y, 2 vyhovuji soustaveé rovnic
T+y+2=12, :z:2+y2+z2:54.
Dokazte, ze pak plati nasledujici tvrzeni:
a) Kazdé z éisel xy, yz, zz je alespon 9, avsak nejvyse 25.

b) Nékteré z éisel z, y, z je nejvyse 3 a jiné z nich je alespon 5.

(Jaromir Simsa)
a) Dle zadani plati (z + y)? = (12— 2)? a 22 + y? = 54 — 22, tedy

2zy = (z + y)? — (22 +y?) = (12 — 2)? — (54 — 22) =
=2((z-6)*+9) (1)

a

OS(a:—y)2::1:2+y2—2:cy254—z2—2((z—6)2+9):
=-3((z—4)*-4). (2)

Z (1) plyne zy = (z — 6)? +9 > 9, z (2) nerovnost (z — 4)? < 4
neboli 2 < z < 6. Proto (2 — 6)? < (2 — 6)? = 16, coz spolu s (1)
dava zy = (2 —6)2+9 < 25. S ohledem na symetrii plati odvozené
nerovnosti 9 < zy < 25 i pro souciny yz, zx na misté zy.

b) Z dané soustavy rovnic dostavame

| (z+y+2)? (P +y?+2?) 122 -54
Ty +yz + 2zx = 5 = 5 =

Dale plati

(z-3)(y—3)+ @y —3)(z-3)+(2-3)(x-3) =
=zy+yztzz—6(x+y+2)+27=45-6-12+27=0.
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Odtud plyne, ze ¢isla x — 3, y — 3, 2 — 3 nemohou byt soucasné
vSechna kladnd, alespon jedno z ¢isel z, y. z je tedy nejvyse 3.
Podobné ze vztahu

(z—=5)(y—5)+ (y—5)(z—5) + (z =5)(x — 5) =
=zy+yz+2c—10(z+y+2)+75=45-10-12+75=0
vidime, Ze &isla x — 5, y — 5, z — 5 nemohou byt soucasné vsechna

zaporna, proto alespon jedno z ¢isel x, y, 2z je nejméné 5.

vvvvvv

muzeme nahradit dikazem implikaci
(z>3)Ay>3)=>2<3 a (r <B5)A(y<H)=2z>5.

Uvazujme kvadraticky trojclen F(t) = (¢t — z)(t — y). Jsou-li
oba jeho kofeny = a y vétsi nez 3, plati F'(3) > 0. OvSem podle
zadani a (1) plati

0< F(3) =32 —3(z+y) + oy =
=9-3(12—2)+ (2 —6)> + 9= (2 — 3)(z — 6).

Z této nerovnosti a z odhadu z < 6 dokdzaného v ¢asti a) pred-
choziho feseni tak dostavame pozadovany odhad z < 3. Podobneé,
jsou-li obé ¢isla z a y mensi nez 5, potom plati F'(5) > 0. Ovsem
podle zadani a (1) plati

0<F(5)=52-5(x+y)+zy=
=25—-5(12—-2)4 (2 —6)2+9 = (2 —2)(z - 5).

Z této nerovnosti a odhadu z > 2 dokazaného v casti a) predcho-
ziho fesSeni tak dostavame pozadovany odhad z > 5.

Jiné resSeni. Vyfe$ime ¢ast b) geometricky. V kartézské sou-
stavé souradnic s pocatkem O a osami z, y, z urcuje prvni rov-
nice rovinu o, kterd prochazi bodem S = [4,4,4] a je kolma
k usecce OS, zatimco druhd rovnice je rovnici kulové plochy
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K(O,r = /54). Primikem obou utvart je kruznice k(S, p). Ur-
¢ime nejprve jeji polomeér a priseciky kruznice s rovinou, podle
niz jsou osy x a y soumérné sdruzeny.

Ozna¢me Sg, Sy a S, kolmé priméty bodu S do souradnico-
vych os x, y a z. Na obr. 2 je fez rovinou OSS,. Plati |0S,| =
= 4+/2,|0S| = 4/3 (sténova a télesova tihlopficka krychle o hrané
délky 4) a |OA| = v/54. Z pravouhlého trojihelniku OAS pomoci
Pythagorovy véty uréime p = |[SA| = v/6 a z podobnosti troji-
helniktt SAU ~ 0SS, dostaneme |US| = 2 a |AU| = /2. Odtud
A = [5,5,2] a (diky symetrii podle S) D = [3, 3, 6].

Analogickym rozborem pro roviny 0SS, a OSS; (nebo jen
cyklickou zaménou, kterou lze vzhledem k symetrii uplatnit) na-
lezneme jejich priseciky s kruznici k:

B=1[3.6,3, E=[5,25 a C=[2505, I=][633].

Nalezené body A, B, C, D, E, F rozdéluji kruznici £ na Sest
oblouki (obr. 3 znazornuje pohled na kruznici £ ve sméru osy z),
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pro jejichz body zfejmé plati:

[x,y,z]EXl\S’
[x,y,z]eéa
[:v,y,z]EC/'l\)
[x,y, 2 € DE
[x,y,z]eﬁ‘
w,y,z]eﬂ

R

=

2 < 2z2<3,

Tim je ovSem tvrzeni b) dokazano.

4. Uvazujme kvadraticky trojélen az? + bz + ¢ s realnymi koefi-
cienty a > 2, b > 2, ¢ > 2. Adam a Boris hraji nasledujici hru:
Je-li na tahu Adam, vybere jeden z koeficientli troj¢lenu a nahradi
ho souctem zbylych dvou. Pokud je na tahu Boris, vybere jeden
z koeficienti a nahradi ho soucinem zbylych dvou. Adam zacina
a hraci se pravidelné stfidaji. Hru vyhrava ten, po jehoz tahu ma
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vznikly trojclen dva rtizné realné kofeny. Urcete, ktery z hraci ma
vitéznou strategii v zavislosti na koeficientech a, b, ¢ pocateé¢niho
trojclenu. (Michal Rolinek)

Reseni. Pokud Adam nahradi koeficient u linearniho élenu, ziska
trojélen ax?® + (a + ¢)x + ¢, ktery ma dva rizné realné kofeny,
pravé kdyz je jeho diskriminant (a + ¢)? — 4ac = (a — ¢)? kladny.
To nastane, pravé kdyz a # c¢. V tomto pfipadé vys$e popsanym
tahem vitézi Adam. Pokud Adam nahradi koeficient u absolut-
niho ¢élenu, ziska trojélen az? + bz + (a + b) se dvéma riiznymi
realnymi kofeny, pravé kdyz je jeho diskriminant b% — 4a(a + b) =
= (b(1 + v2) + 2a) (b(V2 — 1) — 2a) kladny. Vzhledem k pod-
minkam tlohy to nastane, pravé kdyz b(v/2 — 1) > 2a. Jelikoz
diskriminant kvadratického trojclenu je symetricka funkce koefici-
entu u kvadratického a absolutniho ¢lenu, nastane stejna situace
i v pripadé, kdy Adam nahradi koeficient u kvadratického ¢lenu.

Shrime uvahy z predchoziho odstavce. Pokud a # ¢ nebo b >
> 721_—10, = 2(v/2 4 1)a, miize Adam prvnim tahem vyhrat.

Piedpokladejme, Ze a = ¢ a soucasné b < 2(v/2 + 1)a. Po Ada-
movi je na tahu Boris, ktery bude nahrazovat koeficienty u jednoho
z trojclent
a) ax?® + bz + (a+b) nebo (a+ b)z* + bz +a, b) az? + 2az + a.

a) Pokud v tomto pfipadé nahradi Boris koeficient u linearniho
¢lenu, dostane jeden z trojélenti az? + a(a + b)x + (a + b) nebo
(a-+b)z?+a(a+b)z+a, jez maji oba diskriminant a*(a-+b)*--4a(a+
+b) = a(a + b) (a(a + b) — 4), ktery je vzhledem k podminkam
a > 2, b > 2 kladny. Proto Boris timto tahem zvitézi.

b) Pokud Boris nahradi koeficient u linearniho ¢lenu, dostane kva-
draticky trojélen axz? + a?z + a, ktery ma dva reélné kofeny, pravé
kdyz je jeho diskriminant a? — 4a? = a?(a + 2)(a — 2) kladny.
Vzhledem k podminkdam ulohy to nastane, pravé kdyz a > 2.
Kdyby Boris v pfipadé a = 2 nahradil koeficient u kvadratického
nebo absolutniho ¢lenu, zanechal by Adamovi jeden z trojclent
822 + 4z + 2 nebo 22?2 + 4z + 8. Z tivah v prvnim odstavci plyne,
Ze v takovém pripadé by zvitézil Adam. Proto v pfipadé a = 2
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musi Boris, aby neprohral, nahradit koeficient u linearniho ¢lenu,
a zanecha tak Adamovi trojélen 2z?% + 4x + 2.

Z odstavcl a) a b) plyne: Pokud Adam nemuze zvitézit prv-
nim tahem, mize svym tahem zvitézit Boris, pravé kdyz a # 2.
V pripadé a = 2 svym prvnim tahem Boris neprohraje, jen kdyz
zanecha soupefi trojélen 222 + 4z + 2.

Zatim tedy nezname vitéznou strategii nékterého z hrach, po-
kud po prvnim Borisové tahu zistane trojélen 222 +4x+2. Z tivah
v prvnim odstavci vyplyva, ze Adam neprohraje, pokud nahradi
koeficient u linearniho ¢lenu, takze zanecha soupefi stejny trojclen.
Na tento trojc¢len musi Boris, aby neprohral, reagovat ndhradou
koeficientu u linearniho ¢lenu, tudiz i on zanecha stejny trojclen
a hra v tomto pripadé nema pfi spravné hie obou hraci vitéze.

Zdvér. Pro trojclen ax?® + bx + c plati:

e Pokud a # ¢ nebo b > 2(v/2 + 1)a, ma vitéznou strategii
Adam a mize prvnim tahem vyhrat.

e Pokuda=c>2ab< 2(\/5 + 1)a, ma vitéznou strategii
Boris a miize prvnim tahem vyhrat.

e Pokuda=c=2ab< 2(\/2— + 1)a, museji oba hraci, aby
neprohréli, v kazdém tahu zanechavat trojclen 222 + 4z -+ 2.
V tomto pripadé zadny z hrac¢t nema vitéznou strategii.

5. V ostrouhlém trojuhelniku ABC', ktery neni rovnostraunny,
ozna¢me P patu vysky z vrcholu C' na stranu AB, V prisecik
vysek, O stfed kruznice opsané, D prisecik poloprimky CO se
stranou AB a F stfed Usecky CD. Dokazte, ze primka IYP pro-
chéazi sttedem tusecky OV'. (Karel Horak)

ReSeni. Je-li trojuhelnik ABC rovnoramenny se zédkladnou AB,
lezi celd usecka OV na primce EP a tvrzeni plati trivialne. M-
zeme tedy predpokladat, ze |AC| # |BC|, takze ptimky C'V, CO
jsou razné.

Jak znamo, bod V' soumérné sdruzeny s prusecikem vysek V
podle strany AB uvazovaného trojihelniku ABC' lezi na kruz-
nici tomuto trojihelniku opsané, proto je bod P stfedem usecky
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V'V’ (obr. 4). Trojihelnik CV'O je rovnoramenny s hlavnim vr-
cholem O, a protoze stfed E tsecky C'D je soucasné stfedem kruz-
nice opsané pravouhlému trojihelniku CPD s preponou CD, je
i trojuhelnik C'PE rovnoramenny. Oba rovnoramenné trojuhel-
niky CV’O a C'PFE jsou pritom stejnolehlé (se stfedem stejnoleh-
losti v bodé ') — shoduji se totiz ve spolecném uhlu pii zakladné
a body C, P, V' lezi v pfimce stejné jako body C, I, O. Je tudiz
PE | V'O.

Protoze P je stfedem strany V'V’ trojihelniku V'OV, lezi na
piimce PFE stiedni pricka tohoto trojihelniku, ktera je rovnobézna
s jeho stranou V'O. Pfimka PFE tedy protini usecku OV v jejim
stfedu, coz jsme chtéli dokazat.
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6. Ozna¢me R* mmozinu vSech kladnych redlnych ¢isel. Urcete
vSechny funkce f: Rt — R™ takové, ze pro libovolnd z,y € R™"

plati
f(2) ) = £(v) f(= F(v)) + %
(Pavel Calabek)

ResSeni. UkaZeme, Ze jedina funkce f, ktera spliuje podminky

ulohy, je
1
flx) =1+ —.

x

Ze zadani plyne, ze f(y) # 0 pro libovolné y > 0, tudiz

1 ;
fz f(y)) *f(m)—m‘@~ (1)

Oznac¢me f(1) = a > 0. Volbou x = 1, resp. y = 1 v rovnici (1)
postupné dostaneme

1 1 + .
f(f(y))—f(l)—m—a—yf(y) (yeR™) (2
faz) = f@) - —  (z€RY) 3
Volbou z = 1 v rovnici (3) obdrzime
fl@)=11) - = =a-=. (@

Volbou z = a v rovnici (1) a uzitim (4) dostaneme

1 1 1 N
flafW) =f@) -~ ooy =a= g~ ooy WERY),

zatimco pomoci vztaht (3) a (2) miZeme levou stranu predchozi
rovnice upravit na tvar

1 1 1
=

Haf®) =00 - 50y =%~ 570~ af®)
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Porovnanim pravych stran pfedchozich dvou rovnic vypocitame

ﬂw=1+ﬁ;l

; (y € RY). (4)

Pokud tedy existuje reseni dané rovnice, musi mit tvar (4).
Dosazenim do rovnice v zadani a naslednou upravou zjistime, ze
pro vSechna kladnd realnd  a y md platit (e — 1) = 1. Vzhle-
dem k predpokladu a > 0 je tato rovnice splnéna, prave kdyz
a = 2. Timto krokem jsme zaroven provedli zkousku spravnosti
nalezeného feSeni.

Vysledkova listina celostatniho kola 60. ro¢niku MO
kategorie A

Vitézove:

1.  Anh Dung Le 3/6 G Tachov, Pionyrska 41
2. Tomas Zeman 8/8 GJK Praha 6, Parlérova 37
3.  Michael Bily 8/8 GJV Klatovy, Nar. muc. 341
4. Miroslav Koblizek 8/8 G Zamberk, Nadrazni 28
5. Jan Kuchafik 3/4 G Jihava, Jana Masaryka 25
6.-9. Tadeas Dohnal 8/8 G Praha 5, Zborovska 23
Filip Hlasek 8/8 G Plzen, Mikulasské nam. 23
Jakub Solovsky 4/4 GMK Bilovec 23
Stépan Simsa 6/8 GJJ Litoméfice, Svojsikova 23
10.-11.  Ondrej Bartos 7/8 G Zd4ar n. S., Neumannova 22
Dan Safka 8/8 GJK Praha 6, Parléfova 22

Dalsi uspesni resitelé:
12.-13.  Jiri Biolek 6/6 GPB Frydek-Mistek 21
Lubomir Grund 6/8 G Zabreh B 21
14  Jan Sopousek 8/8 G Brno, Reckovice 20
15.-20. Hana Dlouha 6/8 GJK Praha 6, Parlérova 19
Matéj Hudec 4/4 G Liberec, Jeronymova 19
Dominik Steinhauser 3/4 GJK Praha 6, Parlérova 19
Jan Stopka 3/4 G Brno, ti. Kpt. Jarose 19
Helena Svobodova 6/6 G Frydlant n. O. 19
Dominik Teiml 4/6 The English College 19
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ZADANI PRO SKOLNI ROK 2011-2012
Kategorie A

A-I-1. Oznacme n soucet vSech desetimistnych ¢isel, ktera maji ve
svém dekadickém zapise kazdou z ¢islic 0,1,...,9. Zjistéte zbytek
po déleni ¢isla n sedmdesati sedmi. (Pavel Novotny)

A-I-2. Na setkani bylo nékolik lidi. Kazdi dva, ktefi se neznali,
méli mezi ostatnimi pFitomnymi pravé dva spoleéné znamé. Ucast-
nici A a B se znali, ale neméli ani jednoho spole¢ného znamého.
Dokazte, zZe A i B méli mezi pritomnymi stejny pocet znamych.
Ukazte rovnéz, ze na setkani mohlo byt pravé Sest osob.

(Vojtech Balint)

Y Vv

A-I-3. Oznaéme S stied kruznice vepsané, 1" tézisté a V prise-
¢ik vysek daného rovnoramenného trojuhelniku, ktery neni rov-
nostranny.

a) Dokazte, ze bod S je vnitinim bodem tsecky T'V.

b) Urcete pomér délek stran daného trojuhelniku, je-li bod S
stfedem usecky TV . (Jaromir Simsa)

A-I-4. Necht p, ¢ jsou dvé rizna prvocisla, m, n pfirozena cisla
mp — 1 i ng —1

a soucet je celé cislo. Dokazte, zZe plati nerovnost
q

m n .

—+ —>1. (Jaromir Simsa)

qg p

A-I-5. Jsou dény dvé shodné kruznice k;, k2 o polomeéru rov-
ném vzdalenosti jejich stfedd. Jejich priseciky oznacme A a B.
Na kruznici k2 zvolme bod C tak, ze usecka BC protne kruz-
nici k7 v bodé riizném od B, ktery oznac¢ime L. P¥imka AC' protne
kruznici k1 v bodé riizném od A, ktery oznac¢ime K. Dokazte, ze
pfimka, na niz lezi téznice z vrcholu C trojuhelniku K LC, pro-
chézi pevnym bodem nezavislym na poloze bodu C.

(Tomds Jurik)
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A-I-6. Najdéte nejvétsi realné cislo k takové, Ze nerovnost

2(a? + kab + b?)
(k + 2)(a + b) 2 Vab

plati pro vSechny dvojice kladnych realnych &isel a, b.
(Jan Mazak)

KATEGORIE B

B-I-1. Mezi vSemi desetimistnymi cisly délitelnymi jedenacti,
v nichz se zadna cislice neopakuje, najdéte nejmensi a nejvetsi.
(Jaroslav Zhouf)

B-I-2. Je dan pravouhly trojihelnik ABC' s pravym thlem pii vr-
cholu C, jehoz obsah ozna¢me P. Necht I je pata vysky z vrcholu
C na preponu AB. Na kolmicich k pfimce AB, které prochazeji
vrcholy A a B, v poloroviné opa¢né k poloroviné ABC' uvazujine
po fadé body D a F, pro néz plati |AF| = |AD| a |BF| = |BE
Obsah trojuhelniku DEF ozna¢me (). Dokazte, ze plati P > (@,
a zjistéte, kdy nastane rovnost. (Jaroslav Svréek)

B-I-3. Najdéte vsechny dvojice realnych cisel z, y, které vyhovuji
soustaveé rovnic

&~

7,
8.

I

z- |y
y - ||

<

(Zapis |a] znadi dolni celou cdst Cisla a, tj. nejvétsi celé cislo, které
nepfevysuje a.) (Pavel Novotny)

B-1-4. Jsou dany dvé riiznobézky a, ¢ prochézejici bodem P a bod
B, ktery na nich nelezi. Sestrojte pravotihelnik ABC/) s vrcholy
A, C a D po fadé na pfimkach a, c a PB. (Jaromir Simsa)
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B-1-5. V jistém mésté maji vybudovanou sit na $ifeni pomluv,
v niz si kazdy pomlouva¢ vyménuje informace se tfemi pomlou-
vackami a kazda pomlouvacka si vymeénuje informace se tremi
pomlouvaci. Jinak se pomluvy nesiri.

a) Dokazte, ze pomlouvacl a pomlouvacek je stejny pocet.

b) Predpokladejme, ze sit na pomlouvéani je souvisla (pomluvy
od libovolného pomlouvace a libovolné pomlouvacky se mo-
hou dostat ke vSem ostatnim). Dokazte, ze i kdyz jeden po-
mlouvac¢ zemfe, zustane sit souvisla. (Jan Mazak)

B-I-6. Anna a Bedrich hraji karetni hru. Kazdy z nich ma pét
karet s hodnotami 1 az 5 (od kazdé jednu). V kazdém z péti kol
karet se stejnymi Cisly neziskd bod nikdo. Pouzité karty se do hry
nevraceji. Kdo ziska na konci vice bodii, vyhral. Kolik procent ze
vSech moznych pribéhi takové hry skoné¢i vyhrou Anny?
(Tomas Jurik)

KATEGORIE C

C-I-1. Najdéte viechny trojéleny p(z) = axz?+ bz + ¢, které davaji
pii déleni dvoj¢lenem z + 1 zbytek 2, pfi déleni dvojélenem x + 2
zbytek 1, pficemz p(1) = 61. (Jaromir Simsa)

C-I-2. Délky stran trojihelniku jsou v metrech vyjadieny celymi
Cisly. Urcete je, méa-li trojuhelnik obvod 72 m a je-li nejdelsi strana
trojuhelniku rozdélena bodem dotyku vepsané kruZnice v poméru
3:4. (Pavel Leischner)

C-1-3. Najdéte vsechny trojice pfirozenych ¢isel a,b,c, pro néz
plati mnozinova rovnost

{(a,b),(a,c), (b,c),[a,b], [a,c], b, c]} = {2,3,5,60,90, 180},



MATEMATICKA OLYMPIADA 253

kde (z,y) a [z, y] znadi po Ffadé nejvétsi spole¢ny délitel a nejmensi
spoleény nasobek cisel x a y. (Tomas Jurik)

C-1-4. Redlna ¢isla a, b, ¢, d vyhovuji rovnici ab+be+cd+da = 16.

a) Dokazte, Ze mezi Cisly a,b,c,d se najdou dvé se souctem
nejvyse 4.
b) Jakou nejmensi hodnotu mtize mit soucet a? + b% + ¢ + d??

(Jan Mazak)

C-I-5. Je dan rovnoramenny trojihelnik se zakladnou délky a
a rameny délky b. Pomoci nich vyjadiete polomér R kruznice
opsané a polomér r kruznice vepsané tomuto trojihelniku. Pak

ukazte, ze plati R > 2r, a zjistéte, kdy nastane rovnost.
(Leo Bocek)

C-1I-6. Na hraci desce n x n tvofené bilymi ¢tvercovymi poli se
Markéta a Tereza stfidaji v tazich jednim kamenem pii nasledujici
hie. Nejprve Markéta umisti kdmen na libovolné pole a toto pole
obarvi modre. Déle vzdy hracka, ktera je na tahu, provede s kame-
nem skok na pole, které je dosud bilé, a toto pole obarvi modre.
Pritom skokem rozumime obvykly tah Sachovym jezdcem, tj. pre-
sun kamene o dvé pole svisle nebo vodorovné a soucasné o jedno
pole v druhém sméru. Hracka, ktera je na radé a jiz nemiize tah-
nout, prohrava. Postupné pro n = 4, 5, 6 rozhodnéte, ktera z hra-

¢ek muze hrat tak, Ze vyhraje nezavisle na tazich druhé hracky.
(Pavel Caldbek)
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Projev predsedy UK MO doc. Jaromira Simsi
pri slavnostnim zahajeni astredniho kola

60. ro¢éniku MO v Brné

’ s

Damy a panové, vazeni hosté, mili soutézici,

dovolte mi, dfive nez pronesu ocekavanou vétu spojenou na
sportovnich olympiddach se zazehnutim olympijského ohné, malé
zamysleni nad jubileem nasi soutéze.

Dovedu si predstavit, jak bujare mohli slavit Sedesaté naroze-
niny stafi Babylonané, pokud se vysokého zakladu své ¢iselné sou-
stavy vibec dozivali. Dnes u nas tento zivotni meznik spada jesté
do etapy pracovni aktivity ¢lovéka. Budme optimisté a véime, ze
k tomu vice pfispiva nas zdravy zplsob zZivota nezli zhorsena eko-
nomicka situace.

Vénujme se vsak dale samotné matematické olympiadé. Ta le-
tos po 43 letech vrcholi opét v Brné, kdyz predchozi (a zaroven
prvni) takové pfestavka trvala jen 5 let. V posledni vété jsem fekl
dvé prvocisla a vy mizete dale pocitat, kolikrat jesté do konce pro-
jevu feknu néjaké slovo libovolného druhu, v jehoz zakladé bude
prvodislo. Jako matematik bych navrhl fikat takovym slovim pr-
vocislova, ale i bez toho hrozi, Ze se budu pri ¢teni zadr-zadrhéavat.

Prestavka 43 let je napadné dlouha, kdyz cilova mista mate-
matické olympiady putovala a putuji po vsech krajich drivéjsiho
Ceskoslovenska a dnesni Ceské republiky. Vysvétleni je nasnadé:
Jihomoravsky kraj mél diive vétsi rozlohu, a tak 27. a 39. roénik
vrcholily v tomto kraji, i kdyz ne v Brné, nybrz v obou pripadech
v Jihlavé. Uvedené dvé cislovky 27 a 39 sice nejsou prvodisla, ale
maji dohromady pouze dva prvocinitele, coz neni zrovna moc.

Obratme vsak ted pozornost na prvni léta matematické olym-
piady. Teprve v 11. ro¢niku bylo vyvraceno tvrzeni, ze nase soutéz
vrcholi vzdy v Praze. Po prazském obdobi se stalo uz jenom jed-
nou, Ze se ceny vitézlin matematické olympiady udélovaly nékolik
let, konkrétné tfi roky po sobé, ve stejném mésté. Stalo se tak
bezprostredné poté, co skoncila 41-leta historie MO v dusledku
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rozpadu spole¢ného statu Cechii a Slovaki. Nasi slovensti kole-
gové tak zrovna dnes zahajuji své 19. samostatné ustiedni kolo
MO. Mnozi z pfitomnych védi, Ze ¢asova shoda termini soutéze
v obou statech neni ndhodna. Cesti i slovensti olympionici totiz
1 naddle fesi stejné tlohy, které pro né pripravujeme spolecné se
slovenskymi kolegy.

Zminénym, mohu-li tak fict, repeticnim méstem bylo Jevicko,
poprvé v roce 1993, rok poté tam nase soutéz opét vrcholila, to
uz byl jeji 43. ro¢nik, a do tfetice se tak stalo hned v pristim
roce 1995. Nejde sice o prvocislo, ale je to zajimavy souc¢in vétsiny
z prvni sedmice prvocisel. Jeji zbyla tii prvocisla maji soucin 2431
a kde se v tomto roce bude konat olympidda, neni jesté znamo.

Trileté jevicské obdobi ma kromé rozpadu Ceskoslovenska jesté
jedno padné vysvétleni. Nase skolstvi se v devadesatych letech
nachazelo stejné jako cela nase spole¢nost v neklidném obdobi
porevolu¢nich zmén. Matematicka olympiada tehdy proto nebyla
zrovna stfedem zajmu skolskych i jinych statnich instituci, resi-
cich palcivéjsi problémy, a tak nase soutéz rada nasla tulny azyl
v pohostinném mésté na malé Hané.

Dnes uz je nastésti reformni obdobi za nami, situace ve $kol-
stvi se zklidnila a stabilizovala, ni¢im nerusena naro¢na a soucasné
pro zaky pritazliva vyuka se na v$ude fidi na miru Sitymi Skolnimi
vzdélavacimi programy a letos uz snad probéhnou (dokonce na-
ostro) statni maturity.

Zpatky vsak k nasi soutézi. Chtél bych se ve svém projevu také
zminit o pracovnicich, ktefi svym usilim vyrazné ovlivnili Gspésny
chod rtznych etap dlouhé historie nasi olympiady. Uvédoniil jsem
si v8ak, jak je to nesnadny tukol. Ma viibec smysl jmenovat néjaké
predstavitele ustfedi MO, kdyz o Gspéchu soutéze patrné vice roz-
hodovala obétavost desitek a dnes jisté jiz stovek byvalych i sou-
¢asnych uditelt matematiky, ktefi své zaky pro tcast v nasi soutézi
ziskali a pak jim v pfipravé na ni vydatné pomahali? Tak jsem se
rozhodl, Ze z osobnosti, které dnes uz nejsou mezi nami, vzpo-
menu jedinou, a to jednoho ze zakladateld MO, ktery v prvnich
ro¢nicich soutéze, kdy se teprve utvarela jeji struktura, vénoval
pripravé olympiddy nejvice ¢asu a energie ze vSech zainteresova-
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nych. Tim ¢lovékem byl pan Rudolf Zelinka, védecky pracovnik
Matematického ustavu v Praze, ktery prvnich 13 ro¢nikii zastaval
funkci ustfedniho jednatele nasi soutéze. V pomyslné sini slavy
MO, do niz by kromé vitézi jednotlivych ro¢niki meéli byt uve-
deni i takovi lidé, jako byl Rudolf Zelinka, by k jeho jménu stacilo
pripojit jedinou vétu: Zaslouzil se o matematickou olympiadu.

Mam velkou radost, Zze na dnesnim slavnostnim zahajeni jsou
pritomny tfi vyznamné postavy historie nasi soutéze. Predevsim
bych vam rad predstavil ¢lovéka, ktery 11 + 7 let zastaval funkci
ustfedniho mistopiedsedy MO. Je jim matematik svétového jména,
pan profesor Miroslav Fiedler. Dobu vykonu funkce pana Fiedlera
v MO jsem vyjadril souctem dvou prvocisel, protoze se skutecné
jednalo o dvé obdobi, oddélend prestavkou kratsi nez 7 a delsi nez
5 let. Druhou vynikajici osobnosti, po které jsem pred 11 lety pre-
vzal funkci Gstfedniho predsedy MO, je pan docent Leo Bocek.
Pan docent byl predsedou 13 let, kdyz predtim 7 let vykonaval
funkci astredniho tajemnika. TTetim matematikem, kterému jsem
to doufam také dobie spocital, je rekordman, ktery uz 29 let pu-
sobi jako Ustfedni tajemnik nasi soutéze. Je jim vynikajici redak-
tor vSech textli MO, pan doktor Karel Horak.

Zaveér mého zamysleni nad jubileem nasi soutéze mi usnadni
jedna vzpominka na vyznamného brnénského matematika 20. sto-
leti, akademika Otakara Borivku. Nebudu mluvit o jeho védec-
kém dile, pojmu to odleh¢ené, uz tim, ze kuriézné zminim jeho
funkci ustfedniho mistopredsedy MO, kterou zastaval sice jediny
rok, letopocet 1953 se vsak v mém projevu pocita.!® Akademik
Bortvka jednou pfi oslavé nécich narozenin prohlasil, ze sedesa-
tiny jsou vyznamnéjsim zivotnim jubileem nez tolik vyzdvihované
padesatiny. Pro¢? Prosté proto, ze ¢islo 60 spociva v objeti prvo-
¢iselnych dvojcat 59 a 61.

Tim moje svérazné ohlédnuti za historii matematické olympi-
ady konci. Prohlasuji ustfedni kolo 60. re¢niku matematické olym-
piddy za zahajené.

13Zkouska pozornosti posluchaéii, nebot 1953 je ziejmé nasobek ¢isla 9.



