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TROJUHELNIK V GAUSSOVE ROVINE

DAG HRuUBY

Cilem clanku je prispét k hlubsimu poznani vztahi mezi pla-
nimetrii, analytickou geometrii, algebrou a komplexnimi ¢isly. Je
mneé jasné, ze pri bézné vyuce matematiky neni na takové hratky
Cas, zejména v soucCasné dobé, ktera matematice neni prili§ na-
klonéna. Mam na mysli potlacovani matematiky v kurikularnich
dokumentech zakladnich, stfednich a vysokych skol. Presto se do-
mnivam, ze zabyvat se komplexnimi ¢isly stoji za to. Uciteli ma-
tematiky, ktery ma svij predmeét rad, to rozhodné pfinese vice
radosti, nez ruzna skoleni o gramotnostech a kompetencich vsech
moznych typi.

Uvodem si vyfesime nékolik jednoduchych tloh. V dalsim textu
budeme nékdy obraz komplexniho ¢isla a v Gaussové roviné na-
zyvat strucnéji bod a a psat a € G.

Uloha 1. V C feste rovnici 22 = 1 a obrazy kofentl rovnice zna-
zornéte v Gaussové rovineé.

Reseni: Je snad zfejmé, Ze dana rovnice ma pravé tii kofeny, je-
jich obrazy v G lezi na jednotkové kruznici se stredem v pocatku
soustavy soufadnic a jsou souc¢asné vrcholy rovnostranného troj-
helniku. Ukazeme si nékolik zpiisobi, jak k ocekavanému vysledku
dospét.

1. zpusob:
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(z—1)-

.
2 4

(z—l)-<z+%+—\§’-i>-<z+%——é§i):0.

Odtud snadno dostavame kofeny

1 V3 1 V3.

= 1 = —— 4 ——] S e e
2 Z 5 1 5 1 2 5 5 1

22—-1=0
(z—1)- (22 +2z+1)=0

Soucin na levé strané rovnice je roven nule pravé kdyz plati
z—1=0 nebo z2+2+1=0.

Reseni linedrni rovnice z — 1 = 0 je zfejmé, kvadratickou rovnici
vyfesime pomoc diskriminantu. V nasem pripadé dostavaie 1 =
= b%? — 4ac = —3. Pro zbyvajici dva kofeny plati

~b+ivD -14iV3

2 Z

~

3. zpusob:
Pro feSeni pouzijeme znamy vzorec pro kofeny binomické rovnice

s 2k k
= < 2 [~
al (cos Lo + isin f—i_——z) .
n n

n

Z =

V pfipadé nasi rovnice 23 =1jea=1,n=3,¢0 = 0,k € {0,1,2}.
Obecné feSeni rovnice ma tvar

ZL = 008 2k7r_ + 18in Zkﬁ
ko 3 3
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Pro jednotlivé kofeny pak plati

2o =cos0 +isin0 =1

27 . 27 1 V3.
21 = CO 3 3 = —i -+ _2__1
4m . 4w 1 V3.
22 =COS—3~- +lsm~3— =—5" _2 ,
Snadno se presvédéime ze plati |z0—21| = |z0—22| = |21—22| = V3.
Dany trojahelnik je tedy rovnostranny. Pozorny ¢tenar vidi, Ze tak

platf 25 = 27,

Posledni uvedeny zpusob feseni nam pfipomind jednu z vy-
znamnych transformaci v Gaussové roviné. Necht je dano ¢islo

£ =cosY +isiny,le| =1

Je-li nyni déno ¢islo z = |z|(cos ¢ + isin ), pak pro ¢islo w = ¢z
plati
w = |z|(cos(p + ¥) + isin(p + ¥)).

Snad je zfejmé, ze Cislo w je obrazem cisla z v rotaci se stfedem
v pocatku soustavy soufadnic a ihlem rotace o velikosti 9. Ctenar
obeznameny s uvedenou problematikou by mohl navrhnout dalsi

zpusob reSeni spocivajici v rotaci se stredem v pocatku soustavy
2

souradnic a uhlem rotace o velikosti i = 3

4. zpisob:

Necht € = cos 2& + isin 2& 3 Ev1dentm koien z = 1 rovnice 2% = 1

postupné vynasoblme 1,e,€2. Dostavame tak kofeny 1,¢,¢€2.
Cisla 1,¢,e? maji fadu zajimavych vlastnosti, ukdZeme si né-

které z nich. Jejich dikazy uréité zvladnou i studenti.

Véta 1. Pro ¢isla 1,¢,¢? plati: l+e+e%2=0.

Véta 2. Pro ¢isla 1,¢,e? plati: 142+ 3% = 2.
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Véta 3. Jsou-li 1,&,€2 vrcholy rovnostranného trojihelniku, kte-
rému je opsana jednotkovd kruznice, pak pro libovolny bod z teto
kruznice plati

lz—12 4|z €2 + |z - 2|2 = 6.

Poznamenejme, Ze jednotkovou kruznici rozumime vzdy kruz-
nici s polomérem 1 a stfedem v pocatku soustavy souradnic. Jed-
noduchym cvicenim je i ovéreni platnosti Vietovych vzorct pro
kofeny rovnice 23 = 1. Naro¢ngjsi ¢tenafi mohou zkoumat. zda
mnozina {1,¢,£%} neni nosicem podgrupy multiplikativni grupy
vSech komplexnich jednotek.

Uloha 2. Vypoététe obsah trojthelnika, jehoz vrcholy jsou uréeny
body a, b, ¢ v Gaussoveé roviné.

Reseni: Bez Gjmy na obecnosti miizeme bod a umistit do poc¢atku
soustavy soutradnic. Pro obsah trojihelnika pak plati

5= 1

5 - 16] - | - sinp,
kde ¢ je odchylka vektori b, ¢, ¢ € (0,7). Nyni se pokusime
vyjadrit sin .
Je-li b = |b|(cos ¥ + isinw) a ¢ = |¢|(cosV + isind). J — v = ¢,
pak plati

¢ _ | lci

= |»I;T(cos({) — ) +isin(¥ — ¢)) = = (cosp + isin ).

Odtud snadno plyne

c- |b] S0+ is
———ee o= CO 1S111 ©.
b T ¢ +ising

PoloZime-li

c-]b!_E-C'lbi‘mg'c'lbi__ b-c b-c

R N S P R 1 A R
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dostavame rovnost

b c = COS p + isin,

ze které lze vyjadrit sin ¢

_ Im(b - ¢)
singp = ———+,

b ¢l

kde Im(b - ¢) znaé¢i imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla b - ¢. Po
dosazeni do vzorce S = % - |b| - |c| - sing dostdvame pro obsah
trojihelnika

1 _
S==|Im(b-c).
2
Pokud nyni bude a # 0, tak pro obsah trojihelnika plati

1 _
g = 3 ]Im(b—d)-(c——a)l.

Uloha 3. Vypoététe obsah trojuhelnika ABC, jehoz vrcholy jsou
urcéeny body a = -2 —1i, b =1-—3i, ¢ = 4+ 2i v Gaussové roviné.
Reseni: V tomto pfipadé jeb=1+3i,a= -2+i, b—a = 3+ 2i,
¢ —a = 6 + 3i. Po dosazeni do vzorce pro obsah trojuhelnika
dostavame

4 1 1
= 3’ Im(3 + 21)(6 + 3i)| = . Im(12 + 211)| = 5

Véta 4. Pro obsah trojihelnika ABC, jehoZ vrcholy jsou obrazy
1
komplexnich cisel a, b, ¢, plati S = Z{IAI’ kde

a@l
A=1|b b 1].
c ¢ 1
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V dikazu vyse uvedené véty budeme vychazet z platnosti ob-
dobného vzorce v souradnicich kartézskych. Diive, nez provedeme
dikaz této véty, vyfesSime piedchazejici ulohu podle vyse uvede-
ného vzorce. Nejdiive vypocteme determinant A.

-2—=1 —-24i 1
1-3i 1+3i 1| = —42i
44+2i 4-2i 1

Pro obsah dostavame S = 1 - |A| = T —42i = 221

Pfipomeneme si nyni podobny problém z analytické geomet-
rie v roviné. Jsou-li body A [z1,y1], B |z2,y2], C [x3,ys] vrcholy
trojuhelnika, pak pro jeho obsah plati S = % - |A|, kde A je deter-
minant

A

zy 1
A= o Y2 1].
r3 Y3 1

Dukaz vzorce S = % |A| je péknym cvicenim, ve kterém si muzete
oVeérit své znalosti z analytické geometrie. Pokud priradime vrcho-
Iiim A, B, C komplexni ¢isla a = ay + asi, b = by + 91, ¢ = ¢1 + c2i,
tak determinant A miizeme prepsat do tvaru

a; as 1
A=1by by 1].
c1 ¢ 1
Nyni jsme jiz pfipraveni dokézat vzorec S = % - |A|. Porovna-
nim tohoto vzorce se vzorcem S = § - |A| dospivame k pod-
mince |A| = 2 - |A|. Pokud dokdZeme tuto rovnost, bude doka-

zana i véta 4. Pripomenme si, ze vyrazy |A|, |A| znaci absolutni
hodnoty determinantt A a A. Pro determinant A plati

a; Qs 1
A= b1 b2 1l = (albg — a2b1) = (b102 — b2C1) + (Claz = Czal) .
Ci Co 1

Podobné pro determinant A plati

a a 1 i
A=|b b 1|= (a6 — ba) + (be — cb) + (ca — ae) .
c ¢ 1
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Po dosazeni a = a; + aqi, b = by + bol, ¢ = ¢1 + ¢21 do pravé strany
prechazejici rovnosti obdrzime

X = (a1 -+ agi) (1)1 — bgi) — (b1 Sa bzi) (0,1 — agi) =t
-+ (b1 -+ bzi) (Cl — Czi) = (C] -+ Czi) (b] — bgi) =t
+ (€1 + ¢21) (a1 — agl) — (a1 + agi) (1 — c2i)
Po Upravé dostavame
A= -2i (a1b2 — agbl) —2i (blcg — bgCl)—~2i (Clug == Cgal) = —2iA.
Odtud snadno plyne
IA| = |—-2iA4| = 2|A].

Uloha 4. Urcete prusecik vysek trojuhelniku ABC, jsou-li jeho
vrcholy obrazy komplexnich ¢isel a, b, ¢, které lezi na jednotkové
kruznici.

Resend: Pro é&isla a. b, ¢ plati |a| = |b| = |c] = 1. Prisecik vysek
ur¢ime jako prusecik piimek p, g, kde p je primka prochazejici
vrcholem C' a kolma na stranu AB a ¢ je pfimka prochazejici vr-
cholem A a kolma na stranu BC'. Primky maji nasledujici rovnice

p:(a—b)Z —8)+@ —b)(z2—c)=0
g (b—c)Z —a)+(b—2)(z—a)=0.
V obou pripadech se jedna o vyjadreni piimky v Gaussové roviné

pomoci normalového vektoru. V nasem pripadé se jedna o nor-
malové vektory a — b a b — ¢. Obé rovnice upravime s vyuzitm

vztahu |a|? = aa = 1, z kterého plyne @ = ~. Stejnym zptisobem
a

vyjadiime b a ¢. Po dosazeni do vyse uvedenych rovnic primek p,
g dostavame

1 1
Z—E—&—b(Z—C)—O
1 1
datrb = A
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Rovnice od sebe odeéteme a obdrZzime rovnici
(a—c)(—z+a+b+c)=0.

Odtud jiz snadno plyne feSeni nasi alohy. Prisecik vysek troju-
helniku ABC je obrazem komplexniho ¢isla z = a + b + c.

V posledni ¢asti naseho povidani o trojhihelniku v Gaussovée
roviné se zaméfime na Feuerbachovu kruznici. Tato kruznice je
také nazyvana kruznice deviti bodu, protoze prochazi stfedy stran,
patami vySek trojuhelniku a stredy tusecek spojujicich prusecik
vysek s vrcholy trojihelniku. Nasim tikolem bude odvodit rovnici
Feuerbachovy kruznice a ukazat, ze ma pozadované vlastnosti.
Drtive, nez tak ucinime, pfipomeneme si nékteré uzitecné vztahy
mezi komplexnimi ¢isly.

Véta 5.

Va € C,Vbe C:  |a+b|*> =|al* + |b]* + @b + ab.

Diikaz: Vyuzijeme znamé rovnosti Vz € Z: |z|* = 2%, do které
dosadime z = a + b. Potom plati

la+b|]*> = (a+b)(@+0b) = aa +bb+ @b+ ab = |a|® + |b|? + ab+ ab.

Véta 6.

Va € C,¥b € C,la| = 1, b = 1: |a+b|2:2+9+%_
a

Dikaz: Dokazovany vztah je bezprostfednim disledkem predcha-

e h o y _ = : 1 -
zejici véty. Protoze |a| =aa =1, |b| =bb=1,jea = —, b = %
Potom je ¢

' s 1,1 b

|a+b]2:|a|2+|b|2+ab+ab:1+1+ab+a5:2+-— »4-%.

a
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Necht je nyni dan v Gaussové roviné trojuhelnik ABC, jehoz vr-
choly jsou po fadé obrazy komplexnich cisel a, b, ¢ lezicich na jed-
notkové kruznici. Necht A’ je stied strany BC, B’ stied strany AC
a C’ stfed strany AB. Dostavame tak trojuhelnik A’B’C”, ktery
je podobny trojihelniku ABC' s pomérem podobnosti & = '21 Pro-
toze vrcholy trojahelnika ABC lezi na kruznici o poloméru » = 1,
ma kruznice opsana trojuhelniku A’ B’C’ polomeér r = ; Kruznice
prochazejici stfedy stran trojihelnika ABC, resp. opsana troju-
helniku A’B’C’, méa tedy rovnici

7 =8| = -
z—s|=-.
2

Nyni uréime stied této kruznice jako prisecik os stran A’B" a B’'C’
trojuhelnika A’ B’C’. Vrchol A’ je obrazem komplexniho ¢isla % (b+
+ ¢) a vrchol B je obrazem komplexniho &isla §(a + ¢). NejdFive
ur¢ime rovnici osy usecky A’ B’. Rovnici osy Gsecky budeme hledat
ve tvaru

(22— 21)Z+ (Z2 — Z1) z + |21)° — |22|* = 0.

Tato rovnice byla odvozena v ¢lanku [4]. V nasem pfipadé po-
stupné dostavame

1
2

= 1(5-{—") 1 1+1 - 1 1+1
= - C) = = —_ -_ 29 = =~ — — .
1= 3 2\b ¢)’? 2\a" ¢

Odtud plyne

z1==(b+c¢c), 22 =

1 1 1 b—
22—21:-2—(CL+C)-—5(b+C)’——5(&*1)),72-31: a

Nyni si vyjadiime hodnoty |z1|?, |22|?

1
= =1 2 -
4| + |

b+ c
4

1, .9 2 T 1 c b
— - b b == - - — f—
4(|b|—|—|c|+c+ c) 4(2+b+ )

|21/ ='
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1| 2
= —|a -+ Cc|” =
4 I

(2+=+7)

2 5 =02 P v
a cl®“+ac+ac) =
(laf? + ef? 4 ) s

NG

T4

. 1 c b ! c a
o (2 _ |2 — = I A Tt T
|21]° — |22 4<2+b+c> 4(2+a+c)

_ (a=b)(c? —ab)
N 4abc '

Po dosazeni do rovnice osy usecky dostavame

1<b—a)z+(a—mu9—am

1 _
E(a R 2 ab 4abe

=0

Po tupravé dostavame rovnici osy usecky A’'B’

B 1 +c2—ab
zZ— —2z =
ab 2abe

Snad nebude obtizné pochopit, Ze pro osu usecky B’C’ plati

_ 1 a%?-bc
z— —z+ =

be 2abe

Odectenim obou rovnic dostavame rovnici o jedné neznamé =z
(c—a)(—2z+a+b+c)=0,

z které snadno plyne

1
z=—(a+b+c).
2
Dostavame tak prisecik obou pfimek, tedy stied s hledané kruz-
nice. Pro rovnici kruznice plati

a+b+c

2

z._

|z — s| =

Pozorny ctenar snad zaznamenal, ze stfed této kruznice souvisi
s prusecikem vysek trojuhelnika ABC, ktery jsme fesili v Gloze 4.
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Oznacime-li prisecik vysek trojihelnika v, pak plati s = -;-v Rov-
nici kruznice pak mizeme napsat ve tvaru

‘ v’ 1
z—=|==.

2 2

V této souvislosti mizeme nyni vyslovit definici Feurbachovy
kruznice.

Definice Feurbachovy kruznice.
Kruznice, ktera prochazi stredy stran trojihelniku se nazyva Fe-
urbachova kruznice.

K diikazu, ze Feuerbachova kruznice prochazi dalsimi sesti body,
budeme predpokladat, ze stied kruznice opsané danému trojihel-
niku je v pocatku soustavy souradnic a jeji polomér, bez Gjmy na
obecnosti, je roven jedné. Vrcholy a, b, ¢ lezi na jednotkové kruz-
nici se stredem v pocatku, jsou to tedy komplexni jednotky. Za
téchto predpokladii ma Feuerbachova kruznice, jak bylo ukazano
vyse, stfed v bodé s =

e

Véta 7. Feuerbachova kruznice prochdzi

a) patami vySek trojuhelnika

b) stredy usecek spojujicich prisecik vysek s vrcholy trojuhel-
nika.

Diikaz: Pii dokazovani jednotlivych ¢éasti této véty zvolime vzdy
jeden bod z dané trojice, protoze diikaz pro zbyvajici dva body je
zcela analogicky. Pripomerime jesté hodnoty |a| = [b] = |¢| = 1.

a) Abychom ukazali, ze pata vysky lezi na kruznici, musime nejdiive
patu vysky urcit. Rozhodneme se pro vysku vedenou vrcholem C
na stranu AB. Patu této vysky urcime jako prisecik kolmych
primek, primky vedené bodem C' a pfimky AB. Dfive nez tak
ucinime, uvedeme bez dikazu tzv. smérovy tvar rovnice primky
urcené dvéma body 21, z2.

(Zz — 21)_5 — (72 — El)z + 21Z9 — Z129 = 0.
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K vyjadieni pfimky vedené bodem C pouzijeme normalovy tvar
(@a—b)(Z—-¢+ (@—-b)(z—c)=0.
Po Upravé, s vyuzitim vztahu aa = 1. dostavame rovnici
z—c—ab(z—-7¢)=0.

K vyjadfeni pfimky AB pouzijeme smérovy tvar rovnice piimky.
V nasSem pripadé dostavame rovnici

(b—a)z—(b—@)z+ab—ab=0.

Podobné jako v predchazejicim pripadé dostavame po upravach
rovnici
z—a+ab(Z—a) =0.

Nyni obé rovnice se¢teme
z—c—ab(Z-¢) +z—a+ab(z—a)=0
2z—c—a+abe-b=0

+b be
Odtud pro z plyne z = ot 5 e a2c, coz je hledana pata vysky.

Pokud lezi na Feuerbachové kruznici, musi spliovat jeji rovnici.
Po dosazeni dostavame

a+b-+c
2

a+b+c abc a+b+c
2 2 2

1

=5

2

‘ abe

To v8ak znamena, ze pata vysky lezi na Feurbachové kruznici.
b) Pro prusecik vysek plati v = a+b+-c. Zvolme-li napiiklad vrchol

A, pak pro stied m usecky spojujici prusecik vysek s vrcholem A

, b4e
platim = 3(a+v) = J(a+a+b+c) =a+ — Po dosazeni

do rovnice kruznice dostavame

a+b+c

T T

B m_a+b+c B
B 2

b+_c a kb+c
2

a +

|2w“
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Tim je dikaz véty ukoncen.

Na zavér si ukdzeme v jakém vztahu jsou stred S kruznice

Y vy

Yvev

eficientem k = —% se vrcholy trojuhelniku zobrazi na stredy stran,

stfed S opsané kruznice na stied F' Feuerbachovy kruznice, pri-
sec¢ik vysek V na stfed kruznice opsané S. To znamena, ze body
S, T, F, V lezi na pfimce v tomto poradi a pro jejich vzdale-
nosti plati |ST| : |TF|: |FV|=2:1:3. Vime, ze T lezi v bodé

a + b + c / . v / v . ’ - N
—. Volime-li § v pocatku soustavy souradnic, musi /' lezet

3 b+ b
vbodé—-chL3 c_ar +C.Protoieje |SV| = 2|SF|, lezi V

2
v bodé a + b + c.
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