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~rltOJÚIIE]~NtK "V GA"USSOVĚ ll-OVl . ~

DAG HRUBÝ

Cílem článku je přispět k hlubšímu poznání vztahů ln .zi p la­

nimetrií, analytickou geometrií , algebrou a komplexními č ís ly. J
runě jasné, že při běžné výuce matematiky není na takov é hrátky
čas, zejména v současné době, která matematice není příliš na­
kloněna. Mám na mysli potlačování matematiky v kurikulárních
dokumentech základních, středních a vysokých škol. Přesto se do­
mnívám, že zabývat se komplexními čísly stojí za to. Učiteli 111é1­

tematiky, který má svůj předmět rád, to rozhodně přinese více
radosti, než různá školení o gramotnostech a kornp tencích všech
možných typů.

Úvodem si vyřeš íme několik jednoduch ých úloh. V dal ším textu
budeme někdy obraz komplexního č ís la (L v Gaussov é rovin ě na­
zývat stručněji bod a a psát a E eG .

tJloha 1.. V C řešte rovnici z3 == 1 a obrazy kořenů rovnice zná­
zorněte v Gaussově rovině.

Řešení: Je snad zřejmé, že daná rovnice m á právě tři kořeny, je­
jich obrazy v eG leží na jednotkové kružnici se st ředem v po čátku

soustavy souřadnic a jsou současně vrcholy rovnostranného troj­
helníku. Uk ážeme si několik způsobů, jak k o čekávanému výsledku
dospět.

1. zpusob:

Z3 == 1

(z - 1) . (z2 -~ z + 1) == O
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(z -I)- [(z+~r + ~] =0

(
1 J3.) ( 1 V3.)(z - 1)· z + 2" + Tl . z + 2" - Tl == O.

Odtud snadno dostáváme kořeny

2. způsob:

z == 1
1 J3.

z == -- -f- -- 1
2 2

1 V3.z ::= -- - -- - -_.. 1
2 2

z3 - 1 == O

(z - 1) . (z2 +-z -l- 1) ziz: O

Součin na levé straně rovnice je roven nule právě když platí

z-I == O nebo z2 -l- z + 1 == O.

Řešení lineární rovnice z -I == O je zřejmé, kvadratickou rovnici
vyřešíme pomoc diskriminantu. V našem případě dostáváme J) :::::

== b2 - 4ac == -3. Pro zbývající dva kořeny platí

- b± iv75 - 1± iY!3
z == -- - ---- - == - .---- -- - .

2 2

3. způsob:

Pro řešení použijeme známý vzorec pro kořeny binomické rovnice
z" == a

'I' fU ( cp -f- 2k1f .. cp + 2k1f)z == V lal cos -f- 1 SIn -- --- .
n n

V případě naší rovnice z3 == 1 je a == 1, n := 3, <p == O, k E: {O, 1, 2}.
Obecné řešení rovnice má tvar

2k1f 2k7f
Zk == cos 3 +-i sin --3- '



TROJ ÚH ELNÍK V GAUSSOVĚ ROVINĚ

Pro jednotlivé kořeny pak plat í

Za == cos O+ i sin O == 1

27r .. 27f 1 J3 .
Zl == cos - + 1SIn - == - - + - 1

3 3 2 2

47r .. 47f 1 )3 .
Z2 == cos - - + lS111 - == -- - - - 1.

3 3 2 2
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Snadno se přesvědčíme že platí Iza-zll == I ZO- Z21== IZl -Z21 == V3.
Daný trojúhelník je tedy rovnostranný. Pozorný čtenář vidí, že tak
1 , 2

P atí Z 2 == Z l '

Poslední uved ený způsob řešení n ám p řipomín á jednu z vý­
znamných t ransform ac í v Gaussově rov ině . Nechť je dáno čí '10

E == cos 'ljJ + i sin VJ, lE l == 1

J e-li nyní dáno čís lo z == IZ I ( cos <p -+ i sin cp) , pak pro čís lo 'W == Ez
platí

w == IzI(cos (cp + 1/1 ) -l- i sin (<p + 'liJ )).

Snad je z řejm é , že číslo 'U' je obrazem čís la z v ro taci se středem

v počátku soustavy souřadnica úhlem rotace o velikosti 1/J . Čtená ř

obeznámený s uvedenou problematikou by mohl navrhnout další
způsob řešení spočívající v rotaci se s t ř edem v počátku soustavy

27r
souřadnic a úhlem rotace o velikosti 'l/J == :3 '
4. zp ůsob:

Nechť E == cos 237r + i sin 2;. Evidentní kořen z == 1 rovnice z3 == 1
postupně vynásobíme 1,E,c2 . Dostáváme tak kořeny 1, E, c 2 .

Čísla 1, E , c2 mají řadu zajímavých vlastností , uká žeme si n Y­

které z nich. Jejich důkazy určitě zvládnou i studenti.

Věta 1 . Pro čísla 1, E, E2 platí:

Vět.a 2. Pro čísla 1, C , [2 platí: 1 + 2é -l- 3é 2 == c ~ 1 .
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Věta 3. Jsou-li 1, e , E2 vrcholy roimosiramneho trojúlielniku, kt e­
rému je opsána jednotková kružnice , pak pTO libovolný bod z této
kru žnice platí

Poznamenejme, že jednotkovou kružnicí rozumíme vždy kru ž­
nici s poloměrem 1 a středem v počátku soustavy souřadnic. Jed­
nodUChÝUl cvičením je i ově ření platnosti Vietových vzorc ů pro
kořeny rovnice z3 == 1. Náročnější čtenáři mohou zkoumat. zda
množina {1,c:, E2 } není nosičem podgrupy multiplikativn í grupy
všech komplexních jednotek.

(Jloha 2. Vypočtěte obsah trojúhelníka, jehož vrcholy jsou určeny

body a, b. c v Gaussově rovině.

Řešeni: Bez újrny na obecnosti můžeme bod Q, umístit clo počátku

soustavy souřadnic. Pro obsah trojúhelníka pak platí

1
S == 2 . lbi . lel . sin ip ;

kde sp je odchylka vektorů b, c, ip E (0,7f). Nyní se pokusíme
vyjádřit sin <p o

Je-li b == Ibl (cos'lb + 'Í sin 'lb ) čt c ::::~ Icl (cos 'd -+ i siu t/}, .,:) - 'l/J == .p,
pak platí

c lel 1,1
b = Tbf (cos( 'l9 - 'l/J ) + i sin('O - 'l/J)) = T~ : (cos ip + i sin cp).

Odtud snadno plyne

c ·Ibl . .
-,;. lel == cos <p + 1 SIn <po

Položime-Ii

e ·Ibl
b 'Icl

b· c · Ib l- - - ..._....

b· b ·Icl
lJ . C . lbi
- _ ._-.-...._......-.

Ib1 2 . lel
h·c

lbi ·Icl
b·c

lb· cl'
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dost áváme rovnost

b· cH == cos VJ + i sin ip,

ze které lze vyjádřit sin cp

Irn(b · c)
SIn .p == lb.cl ~
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kde lm(b . c) znaci imagin ární část komplexního čísla b . c. Po
dosazení do vzorce S == ~ . lbi · Icl . sin ip dost áváme pr o obsah
trojúhelníka

1 I - -,S == "2 . lm (b . c) .

Pokud nyní bude a =I 0, tak pr o obsah trojúhelníka plat í

s = ~ · IIm(b - a) . (c - a) l.
2

(Jloha 3 . Vypočtěte obsah trojúhelníka ABC, jehož vrcholy jsou
určeny body a == - 2 - i, b == 1 - 3i, c == 4 -t- 2i v Gaussově rovin Y .

Řešení: V tomto případě je TJ == 1 + 3i, ti == - 2 + i, b - Ci == 3 -t- 2i,
c - a == 6 + 3i. Po dosazení do vzorce pro obsah trojúhelníka
dostáváme

1 1 21
S == - . 11111(3 -t- 2i ) (6 + 3i ) I == - Ilm(12 + 21 i)I == - .
222

V-ěta 1:. Pro obsah trojúhelníka ABC, jehož urcholst jsou obrazu

komplexních čísel a, b, C, pla-tí S == ~ ILl I, kde
4

a 7i 1
~ ==b bl.

cel
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V důkazu výše uvedené věty budeme vycházet z platnosti ob­
dobného vzorce v souřadnicích kartézských. Dříve , než provedem e
důkaz t éto věty, vyřešíme předcházející úlohu podle výše uved e­
ného vzorce. Nejdříve vypočteme deterrninant ~ .

- 2- i
~ == 1 - 3i

4 + 2i

- 2+ i
1 + 3i
4 - 2i

1
1 == -42i
1

Pro obsah dostáváme S == ~ . I ~I == ~ . I - 42i l == 221 .

Připomeneme si nyní podobný probl ém z analytické geomet-
rie v rovině . Jsou-li body A [x I , Y1 ], B [X2, Y2 ], C [X3,Y3 ] vrcholy
trojúhelníka, pak pro jeho obsah platí S == .~ . lAl ~ kde A je deter ­
minant

Xl YI 1
A == X2 Y 2 1

X3 Y3 1

Důkaz vzorce S == ~ ·IAI je p ěkným cvi čením, ve kter ém si m ů žete

ověřit své znalosti z analytické geometrie. Pokud př iřadíme vrcho­
lům A , B , C komplexní čísla a == 0,1 + o,2i , 6 == 61 + 2i, C == cl + c2i,
tak deterrninant A mů žeme přepsat do tvaru

0,1 0,2 1
A == bl b2 1.

Cl C2 1

Nyní jS111e již připraveni dokázat vzorec S == ~ . I~ I. Porovná­
ním tohoto vzorce se vzorcem S == ~ . lAl dospív áme k pod­
mince I~ I == 2 . lAl· Pokud doká žeme t uto rovnost , bude doká­
zána i věta 4. Připomeňme si, že výrazy I ~I , lAl značí absolutní
hodnoty determinantů ~ a A . Pro determinant A platí

0,1 0,2

A == bl b2

Cl C2

1

1 == (o,1b2 - o,2b1) + (b1C2 - b2C1) + (C1O,2 - C2O,l) .

1

Podobně pro determinant ~ platí

a Ci 1
~ == b b 1 == (o,b - ba) + (bc - ci)) -+- (ca - ac) .

cel
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Po dosazení a == 0,1 + a2i , b == bl + b2i, C == Cl + C2i d pr v ' stran
přecházející rovnosti obdržíme

~ == (0,1 + a2i) (bl - b2i) - (bl + b2i) (0,1 - a2i) +

+ (bl -t- b2i) (Cl - C2i) - (Cl -1- C2 i) (bl - b2 i) -1

+ (Cl + C2 i ) (0,1 - a2i ) - (0,1 -1- a2i) (Cl - C2 i )

Po úpravě dost áv áme

Odtud snadno plyne

I ~I == !-2iAI == 21AI·

Ú"lolla 1. Určete průsečík výšek trojúhelníku ABC, jsou-li jeho
vrcholy obrazy komplexních čísel a , b, c, které leží n a jednotkové
kružnici.

Ře šeni: Pro čísla a, b, c platí lal == lbi == Ici == 1. Průsečík výšek
ur číme jako průsečík přírnek p, q, kde p je př ímka procházejí c í
vrcholem C a kolmá na stranu AB a q je přímka procházející vr­
cholem A a kolmá na stranu BC. Přímky maj í následující rovnice

p: (a - b)(z - c) + (li - b)(z - c) == O

q: (b - c)(z - li) + (6 - c)(z - a ) == O.

V obou případech se jedná o vyjádření přímky v Gaussově rovině

p01110cí norrnálového vektoru. V našem případě se j edná o nor­
málové vektory a - bab - c. Obě rovnice upravíme s vyu žit rn

vztahu Ia 1
2 == oii == 1, z kterého plyne 7/ == ~. Stejným způsob em

a
vyj ádříme b ac. 1:}0 dosazení do výše uvedených rovnic p ř ímek p,
q dostáváme

1 1z - - - - (z - c) == O
C ab
1 1z - -- - - (z - a) == O.
a bc
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Rovnice od sebe odečteme a obdržíme rovnici

(a - c)(-z + a + b + c) == o.

Odtud již snadno plyne řešení naší úlohy. Průsečík výšek t ro jú­
helníku ABC je obrazem komplexního čís la z == a + b + c.

V poslední část i našeho povídání o trojhúhelníku v Gaussově

rovině se zam ě ř íme na Feuerbachovu kružnici. Tato kružnice je
také nazývána kružnice deuiii bodů, protože prochází středy st ran ,
patami výšek trojúhelníku a středy úseček spojujících průsečík

výšek s vrcholy trojúhelníku. Naším úkolem bude odvodit rovnici
Feuerbachovy kružnice a ukázat, že má požadované vlastnosti.
Dříve , než tak učiníme, připomeneme si některé užitečné vz tahy
mezi komplexními čísly.

Věta 5.

Va E C, Vb E C: la -f- bl2 == lal 2 + Ibl 2 -f- ii b + ab.

Důkaz: Využijeme zn ám é rovnosti Vz E Z: Izl2 == zž, do kter é
dosadíme z == a + b. Potom platí

la + bl2 == (a + b)(a+ b) == aa + bb + ab+ ab == laI2 .+ Ibl 2 + ab -f- ab.

Věta 6 .

Va E ce, Vb E C, lal == 1, lbi == 1:
2 b a

Ia -f- bl == 2 -f- - + "-.
Cl b

Důkaz: Dokazovaný vztah je bezprostřednímdůsledkem předchá-

." ě t P v I I - 1 lbi b-b l' - 1 -b 1zejici ve ,y. rotoze a == aa == , == == , Je a == - , ==-
a b

Potom je

I
2 ' 2 2 - - . lIb a

a + bl == IaI + IbI + ab -t- ab == 1 + 1 + - b -t- a - == 2 + -- -f- - .
a bab
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Nechť je nyní dán v Gaussově rovině t ro júhelník ABC, j hož vr­
choly jsou po řadě obrazy komplexn ích čísel a, b, c I ží í .h na j d­
no tkové kružnici . Nechť AI je střed strany BC, B ' stř d strany AC
a C' střed strany AB. Dost áv áme tak tro jú h ln ík A' B 'C ' , kt r ~

je podobný trojúhelníku ABC s pom ěrem podobno ti k == ~ .Pro­
tože vrcholy trojúhelníka AB C leží na kružnici o po lom ě ru T == 1,
má kružnice opsaná trojúhelníku AI B'C' polom ěr T =: ~ . Kružnic
procházející středy stran trojúhelníka ABC resp . op an á trojú­
helníku A'B'C', má tedy rovnici

1
Iz- sl == 2'

Nyní určíme střed této kružnice jako průsečík os stran AIB ' a B 'C'
trojúhelníka AI B'C'. Vrchol A' je obrazem komplexního čísla ~ (b+
+ c) a vrchol B je obrazem komplexního č ís la ~(a + c). Nejdřív

ur číme rovnici osy úsečky A'BI. Rovnici osy úsečky budem hled at
ve tvaru

(Z2 - Zl ) z -t- (Z2 - Zl) z -l- IZ1!2- lz212 == O.

Tato rovnice byla odvozena v článku [4] . V našem případě po­
stupně dostáváme

1 1
Zl == 2"(b + c), Z2 == 2"(0. + c),

1- 1(1 1) 1(1 1)
Z l == 2(b + c) == 2 b + ~ ,z2 == 2 ~ -t- ~ .

Odtud plyne

1 lIb-a
Z2 - Z l == - (a + c) - - (b + c) == - (a - b) Z 2 - Z l == --o

2 2 2' 2ab

Nyní si vyjádř íme hodnoty IZlI2, IZ2/2

b+ c = ~ lb + cl2 =
4 4

1 2 2 - _ 1 ( c b)== .- (Ibl + Icl + bc + bc) == - 2 -l- - + -
4 4 b c
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0, + c 1
IZ212 == -- == -I a-t- cl2 ==

4 4

= ~( la I2 + icl2+ li c+ ac) = ~ (2 + ~ + ~)
4 4 a c

2 2 1 ( . C b) 1 ( c a)IZll -IZ21 ==4 2+b +~ - 4 2 +~+ ~ ==

(a - b) (c2
- ab)

4abc

Po dosazení do rovnice osy úsečky dostáváme

~(a _ b)z + ~ (b - a) z + (a - b)(c
2

- ab). == O
2 2 ab l1abc

Po úpravě dostáváme rovnici osy úsečky Al B'

1 c2 - ab
z --- z+ == 0.

ab 2abc

Snad nebude obtížné pochopit, že pro osu úsečky B'C' platí

1 0,2 - bc
z - - z + == o.

bc Zobe

. Odečtením obou rovnic dostáváme rovnici o jedné nezn ámé z

(c - 0,)( -2z + a + b + c) == O,

z které snadno plyne

1
z ==2"(a+b +c).

Dostávárne tak průsečík obou přímek, tedy střed s hledané kruž­
nice. Pro rovnici kružnice platí

CL + b -f- c 1
[z - sl == z - 2 2

Pozorný čtenář snad zaznamenal, že střed této kružnice souvisí
s průsečíkem výšek trojúhelníka ABC, který jsrne řešili v úloze 4.
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Označíme-liprůsečík výšek trojúhelníka 'U, pak pla tí . == ~v . Rov­
nici kružnice pak můžeme napsat ve tvaru

V této souvislosti mů žeme nyní vyslovit definici Feurbach vy
kružnice.

Definice Feurbachovy kružnice.
Kružnice, která prochází středy stran trojúhelníku se nazývá Fe­
urbachova kružnice.

K důkazu, že Feuerbachova kružnice prochází dalšími šest i body,
budeme předpokládat, že střed kružnice opsané dan ému t rojúhe l­
níku je v počátku soustavy souřadnic čt její poloměr , bez újmy na
obecnosti, je roven jedné. Vrcholy a , b, c leží na jednotkové kruž­
nici se středern v počátku, jsou to tedy komplexní jednotky. Za
těchto předpokladů má Feuerbachova kružnice, jak bylo ukázáno
výše, střed v bodě s == i.

Věta 7. Feuerbachova kružnice prochází

a) patami výšek trojúhelníka

b) středy úseček spojujících průsečík výšek s vrcholy trojúhel­
níka.

Důkaz: Při dokazování jednotlivých části této věty zvolíme vždy
jeden bod z dané trojice, protože důkaz pro zbývající dva body je
zcela analogický. Připomeňmeještě hodnoty lal == lbI == Icl == 1.

a) Abychom ukázali, že pata výšky leží na kružnici, musíme nejdříve

patu výšky určit. Rozhodneme se pro výšku vedenou vrcholem C
na stranu AB. Patu této výšky určíme jako průsečík kolmých
přímek, přímky vedené bodem C a přímky AH. Dříve než tak
učiníme, uvedeme bez důkazu tzv. srněrový tvar rovnice p'řím,ky

určené dvěma body Zl, Z2.
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K vyjádření přímky vedené bodem C použijeme norrnálový tvar

(a - b) (z - e) + (li - b) (z - c) == o.

Po úpravě, s využitím vztahu aii == 1. dostáváme rovnici

z - c - ab(z - e) . O.

K vyjádření přímky AB pou žijeme směrový t var rovnice přímky.

V našem případě dostáváme rovnici

(b - a)z - (6 - a)z + ab - ab == O.

Podobně jako v předcházejícím případě dostáváme po úpravách
rovnici

z - a -1- ab(z - li) == O.

Nyní obě rovnice se čteme

z - c - ab(z' - c) -t- Z - a. -t- ab('z - Ci) == O

2z - c - Cl + abč - b == O

a -t- b -f- c abč "
Odtud pro z plyne z == ---- - - , což je hledana pata vyšky.

2 2
Pokud leží na Feuerbachově kružnici, musí splňovat její rovnici.
Po dosazení dostáváme

a +b +c
z ---

2
a+b+c

2

abč a -t- b -t- c
- - - --------

2 2
abe

2

1

2

10 však znamená, že pata výšky leží na Feurbachověkružnici.

b) Pro průsečík výšek platí v == a+b+c. Zvolme-li napříkladvrchol
A, pak pro střed m úsečky spojující průsečík výšek s vrcholem A

platí m = ~(a + v) = ~(a + a + b + c) = a + ~~. Po dosazení
2

do rovnice kružnice dostáváme

a -t-b+c
z -----

2

a+b+c
== m -

2

b+c
a + - - '

2

a -t- b -t- c
._ - - -

2
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Tím je důkaz věty ukončen.

221

Na závěr si ukážeme v jak ém vztahu jsou stř d S kružni .
trojúhelníku opsané, střed F Feuerbachovy kružnic , t ě ž išt ě T
a průsečík výšek V. Ve stejnolehlost i se středem v těžišti T a ko­
eficientem r: == - ~ se vrcholy trojúhe lníku zobrazí na tředy tran,
střed S opsané kružnice na střed F Feuer bachovy kr užni , pr Íl­
sečík výšek V na střed kružnice opsané S. 10 znam ná , Ž body
S, T , F , V leží na přímce v tomto pořadí a pro j jich vzd ál ­
nosti platí lSTI : ITFI : 11-1 VI == 2 : 1 : 3. Vírn , že T I ží v bod ě

a + b+ c "\ T 1/ li S '" / 1 '" d . '.F 1 v--3- - ' vO ime- I v pocat {U soustavy soura nic, ll1US I z t

3 a +b + c a +b + c . ", . 'o

v bodě 2. 3 == 2 . Protoze Je ISV! == 2ISFI, leží 11

v bodě a + b + c.
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