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GEOMETRICKE RESENI JEDNE POCETNI ULOHY

VLASTA MORAVCOVA

Ve Sbirce uloh z matematiky pro vyssi tridy strednich $kol au-
tortt Bohumila Bydzovského a Jana Vojtéchal® je na strané 178
(pod ¢islem 20) uvedena nésledujici tloha:

Sestrojte ctverec, jsou-li ddny body, v nichz prodlou-
zZen€ strany jeho protinaji primku.

K

Obrazek 1

Priklad je zafazen v paragrafu s ndzvem Konstrukce algebraic-
kiych vyrazi. Autor pravdépodobné predpokladal, ze studenti bu-

dou Fesit tuto tlohu pomoci vypodétu, tedy nasledovné: !4

vvvvv

nich $kol, JCMF, Praha, 1924, 3.vydani, 335 stran. Sbirka je rozdélena na
dvé ¢asti — ¢ast aritmetickou (zpracoval Dr. Bohumil Bydzovsky) a cast geo-
metrickou (zpracoval Dr. Jan Vojtéch).

14Toto podetni Feseni predved] také RNDr. Dag Hruby pii své prednésce Je
ddn ctverec ... proslovené dne 9.11.2010 na Matematicko-fyzikalni fakulté
Univerzity Karlovy v Praze. Za inspiraci k napsani tohoto ¢lanku mu patri
dik.
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Ozna¢me hledany ¢tverec ABC'D a danou pfimku m (obr. 1).
Necht prodlouzené strany ¢tverce AD a BC protinaji pfimku m
v bodech K, L a prodlouzené strany ¢tverce DC a AB v bodech
M, N. Ozna¢me délku strany ctverce a, |KL| = p, [MN| = q.
Usecky délek p, g jsou dany, je tedy tieba vyjadrit délku a pomoci
P, q.

Uvazujeme-li body E, F tak, ze ¢tyfuhelniky DCLE, BI'MC
jsou obdélniky (obr. 2), potom trojihelniky K E L, M F'N jsou po-
dobné. Z této podobnosti plyne

|KE| |MF|
IKL| ~ [MN|’
neboli r
-~ = (1)
p q
kde z = |K E|.

Obrazek 2

Pro pravouhly trojihelnik K F'L podle Pythagorovy véty déle

plati
p? =a? + 22,

T = /p? — a?. (2)

neboli
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Dosazenim do rovnice (1) za x vyraz z rovnice (2) a naslednou
upravou ziskame vyjadreni délky a:

pq
= —re———
/p2 + q2
Nejprve sestrojime tsecku délky b = \/p? + ¢2 (jako preponu
pravoﬁhlého trojuhelniku s odvésnami o délkach p, ¢) a poté tsecku
délky a = 51 (pomoci podobnosti 2= 31

Zname—ll délku a, mizeme bnadno sestrojit body £, F a na
sledné ¢tverec ABCD.

Vyse popsanému postupu odpovida i feSeni uvedené v citované
sbirce na strané 313:

Strana c¢tverce jest __IZEI____) jgsou-li p, q Sikme pri-

VP +q?

méty stran na primce.

Tuto dlohu vsak lze fesit (dle mého nazoru velmi elegantné)
¢isté konstrukénim postupem, bez vypoctu. S takovym postupem
se sice setkaji spiSe studenti v hodinach deskriptivni geometrie nez
matematiky, nicméné i pro ,nedeskriptivare“ je tento zpusob jisté
zajimavy (a pfi vyuce matematiky jej lze bez podrobnych dikazu
na stfedni skole predvést).

V nasledujicim textu popisu konstrukéni postup citované tlohy,
v poznamkach pod ¢arou pak nastinim podrobnéji nékteré mys-
lenky, na kterych je konstrukce zalozena.

Nejprve sestrojime libovolny rovnobéznik A’ B’C’D’, jehoz pro-
dlouzené strany A’D’, B'C’, D'C’, A’B’ protinaji danou pfimku
m po fadé v bodech K, L, M, N.V tomto rovnobézniku sestrojime
uhlopficku A’C” a jeji prusecik s pfimkou m oznacime PP (obr. 3).

Nyni existuje osové afinita v roviné!® takova, ze primka m je
osou této afinity (tedy kazdy bod pfimky m je samodruzny) a rov-

15 0sovd afinita v roviné je vzajemné jednoznacné zobrazeni uréené osou
a dvojici odpovidajicich si nesamodruznych bodi, pficemz kazdy bod na ose
je samodruzny. Vsechny spojnice odpovidajicich si bodi jsou navzijem rov-
nobézné, obrazem primky rovnobézné s osou je primka rovnéz rovnobézna
s osou a dvé rizné rovnobézné primky se zobrazi opét na dvé rizné rovnobézné
primky. Specialnim pfipadem osové afinity v roviné je osova soumérnost. Vice
o afinité viz [1] (str. 31-34) a [3] (str. 112-124).
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Obréazek 3

nobéznik A’B'C’ D’ se zobrazi na ¢tverec ABC' D (dokonce existuji
takové afinity dvé), staci nalézt obraz jednoho bodu nelezicitho na
ose afinity.16

Najdeme napiiklad obraz bodu A’, tedy bod A (obr.4). Bod A
je vrcholem pravého Gthlu nad useckou K N, lezi tedy na Thaletove
kruznici ¢ nad tseckou K N. Dale vime, ze bod A je vrcholem ihlu
o velikosti 45 (odchylka thlopficky a strany ¢tverce) nad useckou
PN, lezi tedy na pfislusnych obloucich kruznic k1, ky.!7

Bod A urc¢ime jako prisecik kruznice ¢ s delsim obloukem PN
kruznice k; (resp. k2). Z obrazku je patrno, Ze feseni jsou skutecné
dvé (druhé feseni je oznaceno jako A).

Osovou afinitu mame tedy zadanou osou m a parem odpovi-
dajicich si nesamodruznych bodt A’, A (resp. A’, A). Dorysovani
étverce ABCD (resp. A BC D) splitujiciho zadané podminky je

16 Pfitom se musi piimka K D’(= K A') zobrazit na piimku KD(= K A),
pfimka LC’(= LB’) na ptimku LC(= LB), pfimka PC’(= PA’) na pfimku
PC(= PA) atd.

170Oblouky kruznic k1, k2 tvofi mnozinu bodt v roviné, ze kterych je tisecka
PN ,vidét“ pod thlem 45. Konstrukce této mnoziny bodi je podrobnéji po-
pséna napiiklad v ucebnici [2] (str. 98).
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Obrazek 4

jiz snadné (obr. 5).

Na zavér uvedu jesté jedno zajimavé konstrukéni feseni, ve
kterém jsou nékteré myslenky podobné jako u postupu popsaného
vyse, avSak namisto osové afinity pouZijeme posunuti v rovine.!®

Nejprve posuneme tsecku M N po pfimce m do polohy M'N’
tak, aby bod M’ splynul s bodem L (obr.6). Nyni sestrojime ctve-
rec A'B'C’D’ takovy, Ze jeho prodlouzené strany protnou pfimku
m v bodech K, L, M', N’. Vrchol C’ splyne s bodem L = M'.

Vrchol A’ bude prusecikem Thaletovy kruznice nad tseckou
KN’ a oblouku, z néhoz je usecka KL (resp. M'N') vidét pod

18 Autorem tohoto elegantniho feseni je doc. RNDr. Jindfich Beévar, CSc.,
z Matematicko—fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy v Praze.
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Obrézek 5

thlem 45 (feSeni jsou opét dvé). Sestrojeny ctverec A'B'C'D’
je shodny s hledanym ctvercem ABCD, jehoz sestrojeni je jiz
snadné.
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Obrazek 6
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