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NEKOLIK POZNAMEK O EKVIVALENCI
MATEMATICKYCH VET

JINDRICH BECVAR

Tento prispévek bezprostfedné navazuje na ¢lanky Vlastimila
Dlaba [D], Pavla Leischnera [L] a Frantiska Kufiny [K], které byly
otistény v 19. ro¢niku Ucitele matematiky.

V. Dlab [D] ukazal, Ze Pythagorova véta a kosinova véta, ktera
je jejim zobecnénim, jsou ekvivalentni. Poznamenal, Ze takovato,
na prvni pohled prekvapiva zjisténi, vedou k diikladnému porozu-
méni elementarni matematice.

P. Leischner [L] popfel, ze by tyto dvé véty byly ekvivalentni.
Uvedl, ze kosinova véta neni ekvivalentni s Pythagorovou vétou,
ale s tzv. pythagorejskou ekvivalenci.

F. Kufina [K| naopak potvrdil, Ze je Pythagorova véta s kosi-
novou vétou ekvivalentni, uvedl vsak, ze tuto skutec¢nost nepova-
Zuje za prekvapivou. Ve svém c¢lanku uvazoval ,,jiné typy ekviva-
lence® a zdiraznil, ze Pythagorova a kosinova véta nejsou ekvi-
valentni z hlediska vyznamu, a Ze ditkladné porozuméni zna-
mena rozliseni typi ekvivalence tvrzeni.

Jak tomu tedy opravdu je?

* * *

V prvni fadé je tfeba zdtraznit, ze Pythagorova véta, ob-
racend Pythagorova véta a tedy i pythagorejska ekviva-
lence jsou navzajem ekvivalentni tvrzeni. Dokazeme to ve
dvou nasledujich odstavcich.

1. Predpokladejme, ze plati Pythagorova véta. Dokazeme obrace-
nou Pythagorovu vétu. Jestlize v trojihelniku ABC, kde
|[SACB| > 90° (viz obr. 1), je ¢* = a® + b%, potom je podle
Pythagorovy véty (dvakrat pouzité)

=0+ +g2=b>+2bf+ f2+ g% =b%+ 2bf + a?,
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a tedy 2bf = 0, tj. f = 0. Trojuhelnik ABC' je tedy pravouhly.
Je-1i naopak |[JACB| < 90°, postupujeme obdobné.

Obr. 1

2. Predpokladejme, zZe plati obracena Pythagorova véta. Dokazme
Pythagorovu vétu. Uvazujme pravouhly trojihelnik ABC s odvés-
nami a, b. Zvolme usec¢ku délky c, pro niz je ¢ = a? + b%. Troj-
uhelnik se stranami a, b, ¢ je podle obracené Pythagorovy véty
pravouhly a podle véty sus je shodny s trojuhelnikem ABC.

Pythagorova véta je tedy ekvivalentni s obracenou Py-
thagorovou vétou i s tzv. pythagorejskou ekvivalenci. Je
rovnéz ekvivalentni s kosinovou vétou a s vétou o uhlo-
pri¢kach rovnobézniku, jak bylo dokazano v Dlabové ¢lanku [D].

Poznamenejme jesté, ze dikaz Pythagorovy véty uvedeny v Eu-
kleidovych Zdkladech®, které byly sepsany kolem roku 300 pi. Kr.,
je koncipovan tak, Ze si bystiejsi étenaf uvédomi, ze?

e v pravouhlém trojihelniku ABC je c¢? = a® + b2,
e v ostrothlém trojthelniku ABC je ¢? < a? + b?,

e v tupothlém trojihelniku ABC je c¢? > a® + b?

3Pythagorova véta je 47. vétou, obracens Pythagorova véta 48. vétou prvni
knihy Zdkladd, viz [ES]|, resp. [EV].

4Pfedpokldadame pravy, resp. tupy uhel pii vrcholu C a obvyklé znaceni:
proti vrcholu C je strana c atd.
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a dojde tak primo k pythagorejské ekvivalenci.

@ @
A, Q

>

Obr. 2

Pfipomenime struéné Eukleiduv dikaz (viz obr. 2). Trojuhel-
niky ABA;, AA3C jsou shodné. Obsah trojihelniku ABA; je
roven poloviné obsahu ¢tverce ACAzA; (vyska prislusna k za-
kladné AA; ma stejnou velikost jako usecka AC). Obsah trojihel-
niku AA3C je roven poloviné obsahu obdélniku APQAs. Obsah
c¢tverce ACAzA; je tedy roven obsahu obdélniku APQAs. Ob-
dobné zjistime, ze obsah ¢tverce BC' By By je roven obsahu obdél-
niku BPQ Bj3. Soucet obsahl ¢tvercti nad odvésnami pravotihlého
trojuhelniku je tedy roven obsahu ¢tverce nad pfeponou.

Predpokladejme nyni, Ze jsou uhly pfi vrcholech A, B os-
tré, a uvédomme si, co se stane, bude-li thel pii vrcholu C os-
try (tupy). Vyska trojuhelniku ABA; pfislusna zédkladné AA,;
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bude mensi (vétsi) nez strana Ctverce ACAzA; a obsah troju-
helniku ABA;, ktery je roven poloviné obsahu obdélniku APQ A3
bude tedy mensi (vétsi) nez polovina obsahu ¢tverce ACAzA;.
Soucet obsaht ¢tverci ACAsA; a BCBy By bude vétsi (mensi)
nez obsah ¢tverce ABB3As.

x * *

V. Dlab uvedl v ¢lanku [D] diikaz ekvivalence Pythagorovy
véty a kosinové véty. Ukazal tak, ze mohou byt ekvivalentni dvé
tvrzeni, z nichZ druhé je obecnéjsi nez prvni.® Tato skuteénost
muize byt — a opravdu je — pro mnohé studenty i ucitele (stie-
doskolské i vysokoskolské) prekvapiva a matouci, jak nazorné
pfedvedl P. Leischner ve svém ¢lanku [L}; pfehnany diiraz na for-
malni stranku véci (pravdivostni tabulky, véta o pramétech apod.)
mu situaci zatemnil.® Zbyteéné komplikované tivahy ho privedly
k chybnému zaveéru, totiz k popfeni ekvivalence Pythagorovy véty
a pythagorejské ekvivalence.”

Obratme se nyni k ¢lanku [K|, v némz je jasny a jednoduchy
matematicky pojem ekvivalence zatemnén lingvistickou akroba-
cii. F. Kufina totiz rozliSuje ¢tyfi vyznamy pojmu ekvivalence.
Budeme je komentovat ve ¢tyrech nasledujicich odstavcich.

A. Kufina se myli, kdyz pise, ze ekvivalence je logicka spojka
vyrokoveé logiky ... ([K], str. 96). Ekvivalence neni logicka spojka
vyrokové logiky; touto logickou spojkou je symbol ekvivalence nebo
znak ekvivalence (napt. symboly =, <=, resp. jejich slovni vyja-
dreni tehdy a jen tehdy, prdvé tehdy apod.).

5V predchozim jsme vidéli, Ze mohou byt ekvivalentni i dvé tvrzeni, kterd
maji tvar implikace 2 = B (Pythagorova véta), A <= B (obracena Pytha-
gorova véta). Obé tato tvrzeni jsou tedy ekvivalentni i s tvrzenim A <= B
(pythagorejska ekvivalence).

6 Leischnerem uvedena Véta o primétech ([L], str. 91) je trividlnim dusled-
kem definice kosinu.

"Navic je tloha, kterou P. Leischner uvedl v zavéru svého élanku [L], pfi-
kladnou cestou vedouci ke znechuceni matematikou.
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B. Ekvivalenci je binarni relace na néjaké mnoziné (resp. tfidé),
kterd je reflexivni, symetricka a tranzitivni, jak uvadi F. Kufina
([K], str. 96). Odpovida ji disjunktni rozklad této mnoziny (resp.
t¥idy) na tzv. t¥idy ekvivalence.® Pravé takovou ekvivalenci je
ekvivalence matematickych vét, o niz pise V. Dlab v ¢lanku [D]. Py-
thagorova véta, obracenda Pythagorova véta, pythagorejska ekvi-
valence, kosinova véta a véta o uhlopfickach v rovnobézniku jsou
navzajem ekvivalentni tvrzeni, lezi tedy ve stejné tridé prislusného
disjunktniho rozkladu. Dalsim pfikladem ekvivalentnich tvrzeni
jsou princip dobrého usporadani a princip matematické indukece.

C. Tteti vyznam pojmu ekvivalence podle ¢lanku [K| - ekviva-
lence vét v deduktivnim systému — spada pod vyznam predchozi.”

D. Hovorit o ekvivalenci matematickych vét z hlediska wviy-
znamu — viz [K|, str. 97 — je umélé. Takovéto ,ekvivalence® se neda
exaktné definovat ani presnéji vymezit, a proto do matematiky
nepatri. Vyrok Pythagorova véta ma vyznam pouze pro pravoiuhlé
trojuhelniky, kosinovd véta ma vyznam ,obecny® ([K|, str. 97) je
zcela banalni.!® Kufina zde vyznam matematickych vét rozlisuje
podle jejich predpokladu (pravouhly trojuhelnik, libovolny troj-
thelnik). V nasledujicim vsak rozliSuje vyznam matematickych
vét spise podle jejich tvrzeni. Pise totiz toto ([K], str. 97): Véta
Pythagorova a véta k ni obracend jsou ekvivalentni z hlediska plat-
nosti, nejsou vsak ekvivalentni z hlediska viyznamu. Proni muzZeme
pouZit k vypoctu délky prepony, druhou k rozhodnuti, zda je troj-
ihelnik pravouhly.!! Tato ivaha je opét zcela bandlni. Navic mél
F. Kufina patrné na mysli nikoli vyznam, ale wzit7 matematickych

8Poznamenejme, Ze slovo tfida jsme zde uzili ve dvou riiznych vyznamech.

9Je pochopitelné, 7e o ekvivalenci matematickych vét hovorime v ramci
zvolené matematické teorie, axiomatického systému apod. (eukleidovska geo-
metrie, Lobacevského geometrie, Zermelova-Fraenkelova axiomatika apod.).

10V, Dlab piSe zcela srozumitelné a jednoduse, aniz by uzival nedefinovany
a nejasny pojem ,ekvivalence z hlediska vyznamu“: Na stredni skole by méla
byt kosinovd véta chdpdana jako zobecnéni véty Pythagorovy; pro studenty by
melo byt motivugictm zjisténim, Ze jsou tylo dvé véty pritom ekvivalentni.
([D], str. 12-13)

H1,ze uvést i jiné ,vyznamy“. V prvnim piipadé napi. vypocéet délky od-
vésny, ve druhém napf. vytycCeni pravého uhlu v terénu.
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vét. ZkusSenéjsi matematik vsak vi, ze mnohé matematické véty
cekaji na sva uziti (nékdy velmi prekvapiva) celou fadu let, dese-
tileti ¢i stoleti. Jejich (nedefinovany) ,vyznam* v Kufinoveé smyslu
se tedy béhem doby méni. Kufinovy uvahy maji s matematikou
malo spolecného; patii do zanru nepftilis plodného ,povidani o ma-
tematice”.

I kdyz pojem ekvivalence matematickiych vét podle vyznamu
nebyl definovan, z kontextu a uvedenych ptikladu se zd4 byt jasné,
ze ekvivalentni véty v tomto smyslu musi byt v podstaté ,to-
tozné“. Musi mit stejné predpoklady, stejna tvrzeni, lisit se mo-
hou pouze ,literarnim ztvarnénim“, uzitou symbolikou, vyjadre-
nim v riiznych jazycich (¢estina, angli¢tina atd.).!? Takovato ekvi-
valence v8ak postrada smyslu.

V matematice (ale i ve vyucovani matematice) bychom méli
usilovat o pfesné a soucasné srozumitelné vyjadiovani. Cim jed-
nodus$eji, uspornéji a srozumitelnéji se vyjadfujeme (Gstné i pi-
semné), tim méné ,nebezpeci“ hrozi nam i nasim studenttim.

Studenty (a zejména budouci ucitele) bychom meéli vést k tomu,
aby dobfe vnimali strukturu matematickych vét, aby védéli, ze
tvrzeni véty lze uzit jen tehdy, jsou-li splnény jeji predpoklady.
Pochopi-li tento zdkladni fakt, budou mit jasno i v tom, kdy lze
danou vétu pouzit, a kdy ne. Pythagorovu vétu budou aplikovat
na pravouhly trojuhelnik a kosinovou vétu na trojihelnik, ktery
pravouhly neni.

Nejdilezitéjsim faktorem v uspésné vyuce kteréhokoliv pred-
métu je ucitel, ktery svému predmeétu dokonale rozumi. A totéz -
a predevsim — plati i pro ty, kdo vychovavaji budouci u¢itele. Zde
vidim velky kol pro didaktiku matematiky pri vychové budoucich
uciteld a pfi jejich nasledném dalsim vzdélavani.

12 Turzeni Rovnice ma pravé dva ko¥eny je ekvivalentni turzeni Existuji
pravé dvé &isla, ktera vyhovuji rovnici. ([K|, str. 97)
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