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NĚKOLIK POZNÁME K O EKVIVAL~· CI

MA'r E MA'l ' IC K Ý CII VĚ'l'

JINDŘICH BEČVÁŘ

Tento příspěvek bezprostředněnavazuje na články Vla t imila
Dlaba [Dl, Pavla Leischnera [L] a Františka Kuřiny [K], kter é byly
otištěny v 19. ročníku Učitele matematiky,

V. Dlab [D] ukázal, že Pythagorova věta a kosinová, věta , kter á
je jej ím zobecněním, jsou ekvivalentní. Poznamenal , ž takováto,
na první pohled překvapivázjištění, vedou k důkladn ému porozu­
mění elementární matematice.

P. Leischner [L] popřel , že by tyto dvě věty byly ekvivalentní.
Uvedl, že kosinová věta není ekvivalentní s Pythagorovou v ě tou ,

a le s tzv. pythagorejskou ekvivalencí.
F. Kuřina [K] naopak potvrdil , že je Pythagorova věta s ko i­

novou větou ekvivalentní, uvedl však, že tuto skutečnost nepova­
žuje za překvapivou. Ve svém článku uvažoval "jiné typy ekviva­
lence" a zd ů raznil , že Pythagorova a kosinová věta n ejsou e k v i­
valentní z hlediska významu, a že dů kladné porozum ěni zna­
mená roz lišení typů ekvivalence tvrzení.

Jak tomu tedy opravdu je?

* * *
V první řadě je třeba zd ůraznit , že Pyt.hagorova věta , ob­

rácená Pyf.hagor-ova věta a tedy i pythagorejská e k v iva­
lence jsou navzájem ekvivalentní tvrzenÍ. Dok ážem e to v
dvou následujích odstavcích.

1. Předpokládejme , že pla tí Pythagorova věta. Dokážeme obráce­
nou Pythagorovu větu. Jestliže v t rojúhe lníku ABC, kde
11 ACBI > 90° (viz obr. 1), je c2 == a2 + b2

, potom je podl
Pythagorovy věty (dvakrát použité)

c2 == (b + f)2 + g2 == b2 + 2bf + f2 + g2 == b2 + 2bf + a2,
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a tedy 2bf == O, tj. f == O. Trojúhelník ABC je tedy pravoúhlý.
J e-li naopak 11 ACBI < 90°, postupujeme obdobně.

B

9

A b c r o

Obr. 1

2. Předpokládejme,že platí obrácená Pythagorova věta. Dokažme
Pythagorovu větu. Uvažujme pravoúhlý trojúhelník JtB C s odvěs­

nami a, b. Zvolme úsečku délky c, pro niž je c2 == a2 + b2
. Troj­

úhelník se stranami a , b, c je podle obrácené Pythagorovy věty

pravoúhlý a podle věty sus je shodný s t roj úheln íke m ABC.

Pythagorova věta je tedy ekvivalentní s ohráeenouPy­
thagorovou větou i s tzv. pythagorejskou ekvivale.noi. Je
rovněž ekvivalentní s kosinovou větou a s větou o úhlo­
příčkách rovnoběžníku,jak bylo dokázáno v Dlabově č lánku (D].

Poznamenejme ješt ě, že důkaz Pythagorovy věty uvedený v Eu­
kleidových Základech3 , které byly sepsány kolem roku 300 př. Kr.,
je koncipován tak, že si bystřejší čtenář uv édomi , že"

• v pravoúhlém trojúhelníku ABC je c2 == a2 + b2
,

• v ostroúhlém trojúhelníku ABC je c2 < a2 -f- b2
,

• v tupoúhlém trojúhelníku ABC je c2 > a2 + b2

3Pythagorova věta je 47. větou, obrácená Pythagorova věta 48. větou první
knihy Základů, viz [ES], resp. [E V].

4Předpokládáme pravý, resp. tupý úhel při vrcholu C a obvyklé značení:

proti vrcholu C je strana c atd.
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a dojde tak přírno k py thagorejské ekvival ln i.
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Obr. 2
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Připomeňme stručně Eukleidův důkaz (viz obr. 2). Trojúhel­
níky ABA1 , AA3C jsou shodné. Obsah trojúhelníku ABA1 je
roven polovině obsahu čtverce ACA2A1 (výška příslušná k zá­
kladně AA1 má stejnou velikost jako úsečka AC). Obsah t rojúhel­
níku AA3C je roven polovině obsahu obdélníku APQA3 . Obsah
čtverce ACA2A 1 je tedy roven obsahu obdélníku APQA3 . Ob­
dobně zjistíme, že obsah čtverce BCB2B1 je roven obsahu obdél­
níku BPQB3 . Součet obsahů čtverců nad odvěsnami pravoúhlého
trojúhelníku je tedy roven obsahu čtverce nad přeponou.

Předpokládejme nyní, že jsou úhly při vrcholech A , B os­
tré, a uvědomme si, co se stane, bude-li úhel při vrcholu C os­
trý (tupý) . Výška trojúhelníku ABA1 příslušná základně AA1
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bude menší (větší) než strana čtverce ACA2A 1 a obsah t roj ú­
helníku ABA1 , který je roven polovině obsahu obdélníku APQA3

bude tedy menší (větší) než polovina obsahu čtverce ACA 2 A l ,
Součet obsahů čtverců ACA2A 1 a BCB2B1 bude větší (menši)
než obsah čtverce ABB3A3 .

* * *
V. Dlab uvedl v článku [D] důkaz ekvivalence Pythagorovy

věty a kosinové věty. Ukázal t ak, že mohou být ekviva lentn í dvě
tvrzení , z nichž druhé je obecnější než první. 5 Tato skutečnos t

může být - a opravdu je - pro mnohé studenty i učitele (stře­

doškolské i vysokoškolské) překvapivá a matoucÍ , j ak názorně

předvedl P. Leischner ve sv ém článku [L]; přehnaný důraz na for­
rn álni stránku věci (pravdivostní t a bulky, věta o pr ům ětech apod .)
mu situaci zatemnil.f Zbytečně komplikované úvahy ho přivedly

k chybnému závěru, totiž k popření ekvivalence Pythagorovy věty

a pythagorejské ekvivalence."

* * *
Obraťme se nyní k článku [K], v němž je j asný a jednoduchý

matematický pojem ekvivalence zatemněn lingvistickou akroba­
cií. F. Kuřina totiž rozlišuje čtyři významy pojmu ekvivalence.
Budeme je komentovat ve čtyřech následujících odstavcích .

A . Kuřina se mýlí, když píše, že ekvivalence j e logická spojka
výrokové logiky . . . ([K), str. 96). Ekvivalence Tlení logická spojka
výrokové logiky; touto logickou spojkou je sinnbol ekvivalenc e nebo
znak ekuiualence (např .. symboly - , <===> , resp. jejich slovní vyjá­
dření tehdy a jen tehdy, právě tehdy apod.) .

5y předchozím jsme viděli, že mohou být ekvivalentní i dvě tvrzení , kt erá
maji t va r implikace 2l ===> ~ (Pythagorova věta) , 2l <== ~ (obrácen á Pyth a­
gorova věta) . Obě tato tvrzení jsou tedy ekvivalentní i s tvrzením 2l {==? 23
(pythagorejská ekvivalence).

6Leischneren1 uvedená Věta o průmětech ([L ], str. 91) je trivi álnim důsled­

kern definice kosinu.
7Navíc je úloha, kterou P. Leischner u vedl v závěru svého článku [L], pří­

kladnou cestou vedoucí ke znechucení matematikou.
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B. Ekvivalencí je binární relac na něj ak ' mno žin v (r p. tříd V)
která je reflexivní , sym etrická a t ranz it ivní jak uvádí F, Kuřina

([K], str. 96). Odpovídá jí di sjunktní rozklad této 11111 žin: (r -. 1 .
třídy) na tzv. třídy ekvivalence.ř Pr á v ě takovou kvivak n 'í j
ekvivalen ce maternatických vět, o níž píše V. Dla b v článku [11]. I , ­
thagorova věta, obrácená P ythagorova věta , pytliagor j. k á kvi­
valence, kosinová věta a věta o úhlopříčkách v rovnob vi níku j. ou
navzájem ekvivalentní tvrzení , leží te dy ve stejn é třídě př ís luvn ih
disjunktního rozkladu. Dal ším příkladem ekvival ntních tvrz ní
jsou princip dobrého uspořádání a princip matem ati ck é induk

C. Třetí význam pojmu ekvivalence podl článku [K) - ekv iv a­
lence vět v deduktivním sys tému - spadá pod v ýznam př -clch zí.9

I). I-Iovořit o ekvivalenc i m a tem a tický ch v v t z hlediska vý­
znamu - viz [K], str. 97 - je urnělé. Takováto "ekvivalence' ..'8 neclá

exaktně definovat ani přesněji vyrnezit. , a proto do rnatcrnatiky
nepatří. Výrok Pythagorova věta má význam)pouze pTO pravoúhlé
trojúheln{ky, kosinov á věta má význam J) obecný" ([1<], str. 97) je
zcela banálni.l" Kuřina zd e význam matema tick ých vět rozli v uj -
podle jejich předpokladů (pravoúhlý trojúhelník , libovolný t ro j­
úhelník). V následujícím však rozlišuj e vý znam matema ti ck ých
vět spíše podle j ejich iurzeni. Píše tot iž toto ([K ], str . 97) : Věta

Pythagorova a věta k n í obrác ená jsou ekv'ivalen tn'i z hlediska plat­
nosti, nejsou však ekvivalentní z hlediska význam,u. Primi m ůžeme

použít k výpočtu délky přepony, druhou k rozhodnuti, zda j e troj­
úhelník pravoúhlý. II Tato úvaha je opět zcela banální. Naví c 111ěl

F. Kuřina patrně na mysli nikoli význam , ale 'uži tí matemati ck ých

8 Poznarnenej 111e, že slovo třída jsme zd e užili ve dvou r ůzn ý ch význ amech.
9 Je pochopitelné, že o ekv iva lenci mat ematick ých vět h ovorimc v r ám ci

zvolené matematick é teor ie , axiomatick ého syst ému apod. (eukleidovská geo­
metrie , Loba čevsk ého geornetrie, Zerrnelova-Fraenkelova ax iomat ika a pod .) .

lOV. Dlab píše zcela srozumitelně a jednoduše , aniž by užíval nedefin ovaný
a nejasný pojem "ekvivalence z hlediska v ýznamu": Na st iedni šk ole by m ěla

být kosinová věta chápána. jako zobecnění věty Pythago rovy; pro studenty by
mělo být moiiuujicim zjištěním, že jSO'lL tylo dvě věty pi-itoui ekuiualeritrii.
([D], str. 12-13)

II Lze uvést i jiné "význalny". V prvn ím případě např. v ýpo čet délky od­
věsny, ve druhém např. vytyčení pravého úhlu v terénu.
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vět . Zkušeněj ší matematik však Vl, ze mnohé matematické věty

čekají na svá užit í (někdy velmi překvapivá) celou řadu let , dese­
tiletí či století. Jejich (nedefinovaný) "význ a111" v Kuřinově smyslu
se tedy během doby mění. Kuřinovy úvahy mají s matema tikou
málo společného; patří do žánru nepříliš plodného "povídání o lna­
tematice" .

I když pojem ekvivalence nuitettuitickůch. vět podle význa'mtl
nebyl definován, z kontextu a uvedených příkladů se zdá být jasné,
že ekvivalentní věty v tomto smyslu musí být v podstatě "to­
tožné" . Musí mít stejné předpoklady, stejná tvrzení, lišit se 1110­
hou pouze .Jlterárnim ztvárněním", už itou symbolikou, vyjádře­
ním v různých jazycích (čeština, angličtina atd .) . 12 Takováto ekvi­
valence však postrádá smyslu.

* * *
V rnatematice (ale i ve vyučování matematice) bychom rněli

usilovat o přesné a současně srozumitelné vyjadřování. Čí111 jed­
nodušeji, úsporněji a srozumitelněji se vyjadřujeme (ústně i pí­
semn é}, tím ménč "nebezpečí" hrozí n ám i našim studentům.

Studenty (a zejména budoucí učitele) bychom měli vést k t0111U,
aby dobře vním ali strukturu matematických vět, aby věděli, že
tvrzení věty lze užít jen tehdy, jsou-li splněny její předpoklady.

Pochopí-li tento základní fakt, budou mít jasno i v tom, kdy lze
danou větu použít, a kdy ne. Pythagorovu větu budou aplikovat
na pravoúhlý trojúhelník a kosinovou větu na trojúhelník, který
pravoúhlý není.

Nej důležitějším faktorem v úspěšné výuce kteréhokoliv před­

mětu je učitel, který svému předmětu dokonale rozumí . A totéž ­
a především - p latí i pro ty, kdo vychovávaj í budoucí učitele . Zde
vidím velký úkol pro didaktiku ma tematiky př i výchově budoucích
učitelů a př i jejich ná sledné m dalším vzdělávání.

12 Tvrzeni Rovnice má právě dva kořeny je ekvivalentní tvrzeni Exi s t u j í
právě dvě čísla, která vyhovuj í rovnici. (fK J, str. 97)
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