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KRUZNICE V GAUSSOVE ROVINE

DAG HRUBY

Pokud zaddme studenttim ve skole Glohu, aby znazornili v Gaus-
sové roviné obrazy vSech komplexnich cisel z, pro ktera plati |z| =
= 4, tak jsou, podle mého nazoru, mozné aspon dva zpusoby, jak
dany kol splnit. Oznacil bych je jako pristup geometricky a prti-
stup algebraicky. Student preferujici geometricky pristup chape
Cislo |z| jako vzdélenost obrazu komplexniho ¢isla z od pocatku,
ktera je rovna 4. Uvédomi si, ze ¢isel s touto vlastnosti je v Gaus-
sové roviné nekonecné mnoho a jejich obrazy vytvori kruznici se
stfedem v bodé S = [0;0] a polomérem 4. Gaussovu rovinu bu-
deme dale znacit G.

Druhy mozny zptlsob, ktery bychom mohli nazvat algebraicky,
je ten, ze student hned nevi o co jde, neumi geometricky inter-
pretovat zapis |z| = 4, chape ho pouze jako absolutni hodnotu
(modul) ¢isla z, ktera se rovnd 4. Pokud si vzpomene, jak je ab-
solutni hodnota komplexniho ¢isla z definovana, tak po dosazeni
z = x + yi dostane

|2| = |z + yi| = 4

vVzi+y2=4

2 +y2 = 18,

Je-1li nas student absolvent kurzu analytické geometrie v rovineé,
tak pozna, ze se jednd o kruznici. Dostavame se tak k otézce,
zda je vhodnéjsi pfi vyuce matematiky na stfedni skole probrat
nejdrive komplexni ¢isla a potom analytickou geometrii nebo nao-
pak. Autor ¢lanku zastéava nazor, ze je vhodnéjsi zaradit do vyuky
komplexni ¢éisla az po analytické geometrii. Uvod tohoto &lanku
mél pravé podporit tento nazor.
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Pripomenme si nyni nékteré znamé vztahy. Je-li z = z + yi,
pak zfejmé z = z—vyi a plati 2.2 = 22 +y? = |z|%2. Rovnici kruznice
se stfedem v bodé [0; 0] a polomérem r lze zapsat ve tvaru

z2-Z=r?
Podobné, pro rovnici kruznice se stredem v bodé a € G plati
|z —a| =7
- 2
(z —a) - (Z—a)=T
z-Z—a-Z—G-2z +a-G=r°
Tuto rovnici miizeme zapsat v obecnéjsim tvaru

z2-Z+a-Z+a-z+ (B =0,

kde pro koeficient 3 € R plati 3 = a& — % a odtud pro polomér r

dostavame

r=+a-a-p, la)? — B8 > 0.
Tato kruznice ma stied v bodé s = —aa, a € G.
Uloha 1

V G urcete rovnici kruznice se sttedem v bodé s = i a polomé-
rem 1.

Reseni: Pro koeficienty o, S platia = —i, 8 = a-a —r% = i-

- (—=1) — 1 = 0. Po dosazeni dostavamne
2:Z—1Z+1z2=0.
Dosadime-li do této rovnice z = z + yi, dostaneme odpovidajici
rovnici v E2. '
(x + yi) - (x — yi) —i(x —yi) +i(z+yi) =0
4+ —iz—y+iz-y=0
z? + y2 —2y=0
4+ (y—-1)%=1
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Uloha 2 |
V G napiste rovnici kruznice, ktera prochézi body a = 2 + 2i,
b=-1—-i,c=1-1.

Reseni: Rovnici kruznice budeme hledat ve tvaru z -z + a - 2 +
+a-z+ 3 =0. Do této rovnice postupné dosadime a dostaneme
soustavu

2+2)-(2-2)+a2-20)+a2+2)+8=0
(=1—-1)-(-1+1)+a(-1+1)+a(-1—-i)+8=0
(1-i)-(+i)+a+i)+a(l-i)+B8=0

Budeme-li trpélivi, dojdeme po chvili k vysledku a = i, @ = i,
[ = —4. Pro rovnici kruznice pak plati

z2Z2—i-Z+1-2—4=0.

Uloha 3
Pro kterd a € G maji kruznice |z| = 1, |z — a| = 2 pravé jeden
spole¢ny bod?

Reseni: Rovnice obou kruznic prepiseme do tvaru
z:-Z2=1
(2 —a)-(Z—a)=4

z rovnice z - Z = 1 vyjadiime Z a dosadime do druhé rovnice

(2 -a)-e—a)zz;

a-224+(3-a-@) -2z +a =0.
Dostavame tak kvadratickou rovnici s diskriminantem
D= (3-a-a))? - 4aa.
Podminkou dotyku obou kruznic je D = 0. Dostavame rovnici
(3—a-a))*—4aa=0
(a-@)° —10a@+9 =0
(a-a—9) -(a-a—1)=0.
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Resenim nasi ilohy jsou vsechna komplexni ¢isla a, pro ktera plati
a-a=9 nebo a-a=1[, resp. |a| =3 nebola| =1.

Elegantnéjsi by ovsem bylo ,geometrické reseni“ této ulohy, které
si snad laskavy ¢tenaf rad provede.

Uloha 4
V Gaussové roviné urcete obrazy vsech komplexnich ¢isel z, pro

ktera plati:
|z — 1
= +/3.
|z + 1| V3

Reseni: Hloubavy &tendf pozna, Ze hleddme vSechna komplexni
¢isla z, pro néz je pomér vzdalenosti jejich obraztii od 1 a —1 ro-
ven /3 a vidi hned, Ze se jedna o Apolloniovu kruznici a premysli
o jejim stfedu a poloméru. Pokusime se nyni tuto hypotézu doka-
zat. Rovnici |z — 1| = 1/3 - |2 + 1| Ize piepsat na tvar

(z—=0)-Z-1)=3(z+1)-Z+1).
Po Upravé dostavame rovnici

z2-24+22+4+224+1=0,
kterd ndm pfipomina rovnici z-Z+a-z+az+8 =0, 8 = a-a—r?,
coz je rovnice kruznice. V nasem pfipadé je « = 2,a = 2, § = 1.
Pro polomér r dostavame r = /a - @ — # = 3. Kruznice ma stred
v bodé s = —a = —2. Jeji rovnici pak miizeme napsat ve tvaru

1z + 2| = /3.
Naro¢ny c¢tendr se mulze pokusit o nalezeni stfedu a poloméru

Z=al o NER AS0A£1 acC.

kruznice
|2 + a|
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Uloha 5
V Gaussové roviné je dan trojuhelnik ABC, jehoz vrcholy jsou
po fadé obrazy komplexnich ¢isel a = —4, b = 2, ¢ = 2i. Urcete

rovnici kruznice, ktera prochazi stfedy stran tohoto trojihelnika.

Reseni: LabuZnici jisté poznali, Ze se jedna o Feuerbachovu kruz-
nici deviti bodi. Rovnici kruznice budeme hledat ve tvaru

2 Z+a-zZ+a-z+03=0,8€R.
Pro stiedy stran trojihelniku ABC plati
Sap=-1,5c=1+4+1,54c=-2+1i
Tato ¢isla postupné dosadime do rovnice kruznice a dostaneme

l-a-a+6=0
1+4+1)-1-i)+Q+i)-a+(1-i)-a+8=0
(-=2+i)(-2-i)—-(2—-i)-a—(2+1i)-a+[=0.

Po tpravé dostavame soustavu rovnic o nezndmych «, @, 3
l-a—-a+08=0

24+a+a—i-a+i-a+p=0
5—2a—2a—ia+ia+ g8 =0.

Odtud jiz snadno plyne

Pro jeji stfed a polomér plati

1 3
s=—a=-g+5i r=yoaa-f=
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Z rovnice kruznice plyne, Ze prochazi pocatkem soustavy sourad-
nic, ktery je v naSem pripadé soucasné patou vysky vedené z vr-
cholu C'. Zbyvajici dvé paty vysek v,, vp lezi v nasem piipadé vné
trojuhelniku na Thaletové kruznici sestrojené nad priamérem AB.
Rovnice této Thaletovy kruznice je

Hledané paty vysek v,, vp jsou pak pruseciky této Thaletovy kruz-
nice a nasi kruznice. Trpélivy Ctenar se miize presveédcit, ze se
jedna o body z = —1+3iaz=%+1—52i.

Literatura

(1] Réb, M., Komplexni ¢isla v elementdrni matematice, Masa-
rykova univerzita Brno, 1996.

[2] Vysin, J., Ulohy z matematiky pro 1V. roénik gymndzii, SPN,
Praha, 1976

RNDr. Dag Hruby
Gymndzium, A. K. Vitdka 452
569 48 Jevicko

e-mail: hruby@gymjev.cz



