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KRUŽNICE V GAUSSOVĚ ROVI Ě

DAG HRUBÝ

Pokud zadáme studentůmve škole úlohu, a by znázornili v Ga us­
sově rovině obrazy všech komplexních č ísel z, pro která p lat í Iz I ==
== 4, tak jsou, podle mého názoru , možné aspo ň dva způ a by, j ak
daný úkol splnit. Označil bych je jako přístup geometri 'ký a př í ­

stup algebraický. Student preferující geometrick ý přístup cháp ­
číslo Izl jako vzdálenost obrazu komplexního č ísla z od počátku ,

která je rovna 4. Uvědomí si, že čísel s touto vlastností je v Gaus­
sově rovině nekonečně mnoho a jejich obrazy vytvoří kružnici se
středem v bodě S == [O; O] a poloměrem 4. Gaussovu rovinu bu­
deme dále značit CG.

Druhý mo žný způsob, který bychom mohli nazvat algebraický,
je ten, že student hned neví o co jde, neumí geometricky inter­
pretovat zápis Izl == 4, chápe ho pouze jako absolutní hodnotu
(modul) čísla z, která se rovná 4. Pokud si vzpomene , jak je a b­
solutní hodnota komplexního čísla z definována, tak po dosazení
z == x + yi dostane

/zl == lx + yil == 4

Jx2 + y2 == 4

x 2 + y2 == 16.

J e-li náš student absolvent kurzu analytické geometrie v rovině ,

tak pozná, že se jedná o kružnici.' Dostáváme se tak k ot ázce,
zda je vhodnější při výuce matematiky na střední škole probra t
nejdříve komplexní čísla a potom analytickou geometrii nebo nao­
pak. Autor článku zastává názor, že je vhodnější zařadit do výuky
komplexní čísla až po analytické geometrii, Úvod tohoto článku

m ěl právě podpořit tento názor.
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Připomeňme si nyní některé známé vztahy. .Je-li z == x -t- Vi ,
pak zřejmě Z == x - yi a platí z z == x 2 +y2 == IZ 1

2
. Rovnici kružnice

se s t ředem v bodě [O; O] a polom ěrem T lze zapsat ve tvaru

Podobně, pro rovnici kružnice se středem v bodě a E G 'p lat í

[z - al == T

(z - a) . (z -- a) == 1'2

Z . Z - a . Z - li . z + a . ZL == 1'2.

Tuto rovnici m ů žeme zapsat v obecnějším tvaru

z . z + a . z + a . z + {3 == O,

kde pro koeficient (3 E IR platí {3 == aa - 1'2 a odtud pro poloměr T
dostáváme

1' ==ja.a -{3,

Tato kružnice má střed v bodě s == - a a, a E <G.

Ú lo h a 1

V CG určete rovnici kružnice se středem v bodě s == i a polome­
rem 1.

Řešení: Pro koeficienty a , {3 platí a == - i , (3 == a . a - 1'2 == i .
. (-i) - 1 == O. Po dosazení dostávárne

z . z - i z + i z == o.

Dosadíme-li do této rovnice z == x + Vi, dostaneme odpovídající
rovnici v E2 . .

(x + yi) . (x - y i) - i (x - Yi) -f- i (x + y i) == O
2 2· . O

2: + y - IX - Y -t- I X - Y ==

x 2 + y2 - 2y == O

x 2 + (y - 1)2 == 1
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Úloha 2
V G napište rovnici kružnice, která prochází body a == 2 .+ 2i
b == - 1 - i, C == 1 - i.

Ř e šeni: Rovnici kružnice budeme hledat ve tvaru z . z + o . z +
+ o . z + (3 == O. Do této rovnice postupně dosadíme a dostanem
soustavu

(2 + 2i) . (2 - 2i) + 0(2 - 2i) + 0 (2 + 2i ) + (3 == O

(-1 - i) . (-1 + i) + o( - 1 + i) + o(- 1 - i) + (3 == O

(1 - i) . ((+ i) + 0 (1 + i) + o (l - i) + (3 == O

Budeme-li trpěliví, dojdeme po chvíli k výsledku Cl == i, o == i,
(3 == - 4. Pro rovnici kružnice pak platí

z . z - i . z + i . z - 4 == O.

(Jloha 3
Pro která a E G mají kružnice Izl == 1, [z - al == 2 právě jeden
společný bod?

Řešení: Rovnice obou kružnic přepíšeme do tvaru

z <z == 1

(z ' - a)· (z - a) == 4

z rovnice z . z == 1 vyjádříme z a dosadíme do druhé rovnice

(z - a) . (~ - a) = 4

Ci . z2 + (3 - a . a) . z + a == O.

Dostáváme tak kvadratickou rovnici s diskriminantem

D == (3 - a· a))2 - 4aa.

Podmínkou dotyku obou kružnic je D == O. Dostáváme rovnici

(3 - a . a))2 - 4aa == O

(a . a)2 - 10aa + 9 == O

(a . Ci - 9) . (a . Zl - 1) ~ O.
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Řešen ím naší úlohy jsou všechna komplexní čís la a, pro která pla tí

a · li == 9 nebo a· Ci == l , resp. lal == 3 neb o ]« ] == 1.

Elegantnější by ovšem bylo "geo111etrické řešení" této úlohy, které
si snad laskavý čtenář rád provede.

Úloha 4
V Gaussově rovině určete obrazy všech komplexních čísel z, pro
kt erá platí:

Iz - 11 = )3
[z + I I .

Řešení: Hloubavý čtenář pozná, že hled ám e všechna komplexní

čísla z, pro něž je poměr vzdáleností jejich obrazů od 1 a - 1 ro­
ven J3 a vidí hned, že se jedná o Apolloniovu kružnici a p řemý šlí

o jejím středu a polom ěru. Pokus íme se nyní tuto hypotézu doká­
zat. Rovnici [z - .11 == J3 . [z + I I lze přepsat na tvar

(z - l ) . (z - 1) == 3(z -t- l ) . (z + l) .

Po úpravě dostáváme rovnici

z . z + 2z + 2z + 1 == O,

která nám připomíná rovnici z·z -t-cx ·z +az -I--jJ == 0, (3 == a ·cx -T2 ,

což je rovnice kružnice. V našem případě je a == 2, li == 2, (3 == 1.
Pro poloměr r dost áváme r == j a . a - tJ == 3. Kružnice rná střed

v bodě s == - a == -2. Její rovnici pak mů žeme napsat ve tvaru

[z + 21 == )3.

Náročný čtenář se může pokusit o nalezení středu a POl0111ěru

kružnice Iz- al \ \ lT]) \ O \ -I- 1 fr

I I
== A, /\ E ~, /\ > ,/\ r: ,a E \l..... .

z+a
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Úloha 5
V Gaussově rovině je dán t rojúhe lník ABC j ho ž VI' ho ly j II

po řadě obrazy komplexních čísel a == - 4, b == 2, C == 2i. r v t
rovnici kružnice, která prochází středy stran tohoto tr j úh ln ík .

Řešení: Labužníci jistě poznali , že se jedná o Feuerbachovu kruž­
nici devíti bodů. Rovnici kružnice budeme hleda t v tv: ru

z . z + a . z + Cl . z + {3 == O, {3 E IR .

Pro středy stran trojúhelníku ABC platí

SAB == - 1, SBC == 1 + i, S AC == - 2 + i

Tato čísla postupně dosadíme do rovnice kružnice a dost án 111

1 -a - a + {3 ==O

(1 + i) . (1 - i) + (1 + i) . a + (1 - i) . a + {3 == o
(-2 -t- i)( - 2 - i) - (2 - i) . a - (2 + i) . a+ {3 == O.

Po úpravě dostáváme soustavu rovnic o neznámých a, Ci, {3

1 -a -a -t-{3 ==O

2 +a +a -i·a +i· a +{3 ==O

5 - 2a - 2a - in + in -f- {3 == O.

Odtud již snadno plyne

1 3.
a == - - - 1

2 2

I-Iledaná rovnice kružnice je

_ 1 3.
Cl == - + - 1

2 2
{3 ==O

_ (1 3.) _ (1 3.)z . z + 2" - 2"1 . z + 2" + 2"1 . z == O

Pro jej í střed a pOl0111ěr platí

1 3.
8 == -a == - - +-1

2 2

1
r == v;.a -/3 == -VS. 2
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Z rovnice kružnice plyne, že prochází po čá tkem soustavy souřad­

nic , který je v našem případě současně patou výšky vedené z vr­
cholu C. Zbývající dvě paty výšek v«, Vb leží v našem případě vně

t roj úhelníku na Tháletově kružnici sestrojené nad průměrem AB.
Rovnice této Tháletovy kružnice je

(z + l ) . (z + l ) == 9

z . z + z - 8 == O.

Hledan é paty výšek u« , Vb jsou pak průsečíky této Th áletovy kruž­
nice a naší kružnice. Trpělivý ' čtenář se m ů ž e přesvědčit , že se
jedná o body z == - 1 + 3i a z == t + 152 i.
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