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O JEDNE SEDMINOVE A O DVOU
TRINACTINOVYCH ROSETACH

MILAN KOMAN

Se slovem roseta byva nejcastéji spojovana predstava umélec-
kych okennich kruzeb v gotickych stavbach, z umné sestavenych
oblouki kruznic. V tom smyslu si asi tézko predstavime, co miize
byt sedminova nebo tfinactinova roseta, ¢i dokonce sedmina nebo
tfinactina nékteré takové gotické rosety. V nasem pripadé nejde
o né€jakou cast okenni gotické kruzby. Jde o rosety, jejichz listy
tvori elipsy nebo hyperboly, které jsou vytvareny pomoci perio-

sy ¢ , <o o 1 1 g
dickych desetinnych rozvoji zlomkl =, 3 a §3.

Sedminova roseta

Zacneme (podobné jako ve [2]) se zlomkem %, ktery zapiseme
pomoci nekonecného desetinného rozvoje

.;_ — 0,142857 142857 142857 ...

Tento rozvoj je periodicky s Sestimistnou periodou 142857. Z cislic
této periody vytvorime souradnice Sesti bodl v kartézské soustave
souradnic. Vybereme libovolnou dvojici po sobé jdoucich ¢islic,
napf. prvni dvojici (1, 4), a dostaneme soufadnice prvniho bodu A.
Dalsi body dostaneme ze souradnic (1,4) cyklickou zameénou ¢islic
periody 142857:

A=(1;4),B=(4;2),C = (2;8),
D = (8;5),E = (5;7),F =(7;1) (1)
Cyklickd zaména je patrna z obrazku 1. Nyni zobrazime vSech 6

bodt (1). Pomoci Cabri nebo pomoci GeoGebry sestrojime kuze-
losecku, ktera prochazi libovolnymi péti z téchto bodi. Dostaneme
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elipsu, kterd prochazi i zbyvajicim sestym bodem — obr. 2. Tato
elipsa tvori prvni list slibované sedminovée rosety. Muzeme odii-
vodnit, aniz bychom museli spoléhat jen na sestrojeny obrazek, ze
vSech Sest bodl se souradnicemi (1) lezi skutec¢né na jedné elipse?
Ano, mame dokonce dvé moznosti:

a) Vsimneme si, Ze body (1) jsou vrcholy stfedové soumérného
sestithelniku ABCDEF (obr. 3). Jeho uhlopficky urcené
dvojicemi bodi A = (1;4) a D = (8;5), B = (4;2) a F =
= (5;7), C = (2;8) a FF = (7;1) maji totiz spoletny stfed
S = (4,5;4,5). A to diky tomu, Ze Sestimistna perioda 142857
spliuje ,,souctové pravidlo“

1+8=4+5=2+7, (2)

které je dobfe patrné téZ na obrazku 1 (viz dvojité sipky).
Nyni sestrojime elipsu z kterychkoliv péti bodd vybranych
z Sestice bodl (1). Na obrazku 3 jsme zvolili napi. body
A, B, C, E, F. Mezi nimi jsou vzdy &tyfi body, které jsou
vrcholy rovnobéZniku. V naSem pfipadé je to rovnobéznik
BCEF. Jeho uhlopticky BE, CF se totiz pili, coz je disle-
dek souctového pravidla (2). Jejich spoleénym prisecikem
je tedy bod S = (4,5;4,5), ktery je také stfedem sestrojené
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elipsy. Proto i zbyvajici Sesty vrchol Sestitithelniku (v nasem
pripadé vrchol D), ktery jsme ke konstrukci elipsy nepou-
zili, lezi vzhledem k souctovému pravidlu také na sestrojené
elipse.

b) O tom, Ze vSech Sest bodii (1) lezi na jedné elipse, se mizeme
presvédcit i pocetné. Tato elipsa ma rovnici (viz téz [1])

1922 + 36y + 41y% — 333z — 531y + 1638 = 0.  (3)

Dosazenim soufadnic bodt (1) do této rovnice miizeme ové-
Iit, ze vSechny tyto body lezi na elipse (3). To je cesta, kterou
mohou pouzit ¢tenari, ktefi nepracuji s zddnym interaktiv-
nim geometrickym pocitacovym programem.

Nyni sestrojime dalsi listy zminéné sedminové rosety. Postup
je podobny jako s prvni elipsou. Z periody 142857 vybereme ji-
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nou dvojici cifer, tentokrat napt. dvojici (5;1)! a sestrojime opét
vSechny dvojice z dvojice (5;1) pomoci cyklické zameény. Jsou to
dvojice ¢islic, které najdeme na kruznici z obrazku 1 vzdy ob jednu
¢islici. V tomto pripadé dostaneme Sest bodt

A’ = (5;1), B' = (7;4),C' = (1;2),
D' = (4;8),E' = (2;5), F' = (8;7). (4)

Opét sestrojime elipsu, kterda prochézi libovolnymi péti z téchto
bodu. Stejné, jako v prvnim pfipadé dokazeme, ze tato elipsa pro-
chazi vSemi Sesti body z (4). Obé elipsy sestrojené z bodi (1)
a (4) zobrazime do jednoho obrazku (obr. 4). Elipsa prochazejici
body (4) tvofi druhy list slibené rosety. Zajimavé je to, ze dru-

!Dvojice (5;1) je vybrana tak, ze v cyklu periody 142857 vybirame ¢isla
ob jedno. Mohli bychom vybrat i jinou dvojici ob jedno éislo, napt. (1;2),
nebo (4;8) nebo (2;5) atd. Cyklickou zaménou bychom dostali stejné body,
ale v jiném pofadi. Brzy v8ak pozname, proé¢ jsme vybrali pravé dvojici (5;1)
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hou elipsu mizeme dostat z prvni elipsy otoc¢enim o 90° doleva
kolem stfedu S. To proto, zZe Sestithelnik s vrcholy (4) dostaneme
otoCenim Sestitthelniku s vrcholy (1) kolem stfedu S, také o 90°.
Diky sikovné volbé dvojice (5;1) — viz poznamka 1 pod ¢arou -
zobrazuji se pri tomto otaceni necarkované body na stejnojmenné
carkované body.

A-A B-B C-C,D--D,E—-FE F—-F

Také zde se o tom mulzeme presvédcit, aniz bychom spoléhali na
obrazek 4. Ukazeme, Ze dvojice vektori SA a SA, SB a SB, atd. jsou
na sebe kolmé. Je to vidét z jejich kartézského soucinu: Napt. pro
prvni dvojici vektori dostavame

SA-SA = (-3,5;—0,5) - (0,5; —3,5) = 0.

Podobné to plati i pro dalsi dvojice zminénych vektorti.
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Trochu slozitéjsi by bylo ukéazat, Ze otoc¢enim elipsy (3) kolem
stfedu S o thel 90° dostaneme elipsu

412% — 36zy + 19y? — 207z — 9y + 180 = 0, (5)

ktera pravé prochéazi body (4). Druhy list sedminové rosety jsme
dostali, kdyz jsme v periodé 142857 jedné sedminy pracovali s dvo-
jicemi ¢islic, vzatymi v periodickém cyklu ob jednu ¢islici. Zkusme
vzit dvojice Cislic z cyklu 142857 vybrané vzdy v cyklickém poradi
ob dvé ¢islice (sledujte na obrazku 1):

A" =(1;8), B = (4;5),0" = (2;7),
D" = (8:1), E" = (5;2), F" = {7;2). (6)
Ale ouha. Tentokrat nedostaneme elipsu. Body (6) lezi na primce

(obr. 5) Duvod je ten, Ze jejich soufadnice spliiuji souctové pra-
vidlo (2). Nevadi. Zkusime vzit dvojice cifer, které v cyklickém
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poradi ¢islic periody 142857 vybereme ob tfi ¢islice (viz opét ob-
razek 1):

A = (8:4), B° = (5:2),C" = (T;8),
D? = (1;5), B° = (4; 7), F* = (2;1),

Témito body prochazi treti elipsa sedminové rosety; na obrazku 6
jsou vSechny tfi dosud sestrojené listy této rosety. Pfitom prvni
a tieti elipsa jsou soumérné podle primky, ktera prochazi bodem
S (tj. spolec¢nym stfedem vsech tfi elips) kolmo k ose x. Ale osové
soumeérné jsou i druha a treti elipsa, tentokrat podle osy 1. kvad-
rantu. Zbyva sestrojit posledni list sedminové rosety. Postup je jiz
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nabiledni. Na kruznici na obrazku 1, kde jsou body oznacené po
radé cislicemi periody, preskoc¢ime 4 cislice. To je totéz, jako kdyz
postupujeme k sousedni ¢islici ne doprava, ale doleva. Dostaneme
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body

A* = (4;1), B* = (2:4),C" = (8;2),
D* = (5;8),E* = (7;5), F* = (1; 7). (7)

Po sestrojeni této elipsy dostaneme ctvrty a posledni list sedmi-
nové rosety — obrazek 7. Na obrazku 8 je pro lepsi predstavu roseta
znazornéna bez pomocnych car. Roseta méa ¢tyri osy soumérnosti,
které jsou zaroven osami soumeérnosti ji opsaného ¢tverce. Dobfie
je to vidét na obrazku 9, kde je pro lepsi ndzornost tato roseta
jesté obarvena. Udélejme vsak jesté pokus, pri kterém opsany ctve-
rec oto¢ime kolem jeho stfedu o 45°. Otoceny ¢tverec vidime na
obrazku 10, ktery byl sestrojen v programu GeoGebra ve stan-
dardnim nastaveni, kde jsou ¢iselné hodnoty zaokrouhlovany na
dvé desetinna mista. Zda se, ze strany otoceného c¢tverce procha-
zeji body, ve kterych se roseta dotyka opsaného ctverce. Bod P
je prusecikem dvou stran sestrojenych ¢tverctt a bod @ je pruse-
¢ikem strany otoceného ¢tverce s prvnim listem rosety. Pfi stan-
dardnim nastaveni zjistujeme, ze oba body maji stejné souradnice
(—0,75;6,68). Ale zménme nastaveni a zaokrouhlujme hodnoty na
5 desetinnych mist. Pak dostaneme:

P = (-0,75106;6,67506), Q = (—0,74576;6,68036).

Body P, @ jsou tedy ve skutecnosti rtizné, i kdyz dosti blizké. Je-
jich soutfadnice se lisi o méné nez o 5 tisicin. Je to hezka ukazka, ze
na grafické reSeni nemizeme vzdy spoléhat. Nicméné i pomoci gra-
fického znazornéni uzitim GeoGebry miizeme zjistit, ze jde o riizné
body. Staci zvolit napf. na obou osach jednotky, které jsou vétsi
nez 10 cm.

Na zacdatku jsme uvedli rovnice prvnich dvou eliptickych listi
sedminové rosety, jsou to rovnice (3) a (5). Pro uplnost uvedeme
jesté rovnice zbylych dvou eliptickych listi této rosety:

1922 — 36y + 41y* — 9z — 207y + 180 = 0, (8)
4122 + 36zy + 19y — 531z — 333y + 1638 = 0. (9)

Vsimnéte si také, jaké jsou vztahy mezi koeficienty rovnice vSech
Etyf eliptickych listd rozety z obrazku 8.
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TTinactinové rosety

Prvni tfinactinovou rosetu sestrojime uplné stejné jako sed-
minovou rosetu, jen s tim rozdilem, ze misto Sestimistné periody
desetinného rozvoje zlomku % vyjdeme z Sestimistné periody de-

setinného rozvoje zlomku Tlg, tj.:

% = 0,076923 076923 076923 . ..

Protoze je postup stejny jako u sedminové rosety, uvedeme rov-
nou vysledek (obr. 11). T¥indctinova roseta je sloZena z hyperbol,

Obr. 11

a proto neni na rozdil od sedminové rosety neohranic¢ena. Prvni
list této rosety prochazi body, které vzniknou cyklickou zameénou
z bodu (0; 7), druhy list prochazi body vzniklymi cyklickou zamé-
nou z bodu (0;6). Dalsi dva listy prochazeji body, které vzniknou
cyklickou zaménou z bodi (0;2) a (0;3).
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Zkrocovanim jednotlivych vétvi hyperbolickych vétvi této ro-
sety muzeme ziskat tii riizné ohranicené obrazce majici tvar os-
micipych hvézdic. Nejvétsi z nich je na obrazku 12. Jeji vrcholy
tvori osmithelnik, jehoZ strany jsou vyznaceny carkované. Osmi-
thelniku jsou vepsany dva $edivé vybarvené étverce. Ze jsou to
opravdu ¢tverce, plyne z toho, Ze tato hyperbolickd roseta (po-
dobné jako sedminovéa roseta na obrazku 9) ma ¢tyfi osy soumer-
nosti prochdazejici jejim stredem. Z nichz dvé jsou kolmé k osam
soufadnic a dvé s nimi sviraji tthly 45°2. Na prvni pohled se zda,

14313

e 126.87°

Obr. 12

ze vyznaceny osmiuhelnik je pravidelny. Ale neni tomu tak. Ma
sice vSechny strany stejné dlouhé, ale nema vsechny vnitini thly
shodné. Oboji lze vy¢ist z obrazku 12. Pro¢ neni tento osmithelnik

2Na obrazku 12 nejsou osy soumérnosti znazornény, aby se obrazek dal§imi
prfimkami jiz dale neznepiehlednoval
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pravidelny, ukazuji i rizné dlouhé strany obou vepsanych ¢tvercti.

Prostiedni hvézdici vzniklou z obrazku 11 ukazuje obrazek 13.
Také zde je vyznacen hvézdici opsany osmithelnik. Ani ten neni
pravidelny. Ma sice shodné vnitini Uhly, ale nemda zase shodné
strany. Také dva hvézdici vepsané ¢tverce nejsou shodné. Nejmensi

3.281

Obr. 13

hveézdice je na obrazku 14. Jeji strany jsou mirneé zakrivené ob-
louky hyperbol. Ji opsany osmithelnik zase neni pravidelny, acko-
liv se to na prvni pohled mutze zdat. Tento osmithelnik ma opét
stejné dlouhé vsechny strany, ma vsak rtzné veliké vnitini thly.
Sedé vyznacené ¢tytthelniky jsou i v tomto piipadé étverce, ovsem
opét s rizné dlouhymi stranami. Pro Gplnost uvedeme jesté rov-

1

nice vsech Ctyr hyperbol, které tvori rosetu urcenou zlomkem 5.

Ctenafi, ktefi pracuji s programy GeoGebra nebo Cabri, je mohou
ziskat primo z obrazku rovnice téchto hyperbol:

14122 + 134xy + 9y? — 1872z — 684y + 4347 = 0
(prochézi bodem (0;7))
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134.51°

2.41

135.49°
2.41

/ 134.51°

Obr. 14

9z? — 134zy + 141y% + 5222 — 666y — 1080 = 0
(prochézi bodem (0;6))

14122 — 134zy + 9y% — 666z + 522y — 1080 = 0
(prochéazi bodem (0;2))

922 + 134zy + 141y2 — 684y — 1872 + 4347 = 0
(prochézi bodem (0;3))

Prvni tfinactinova roseta, kterou jsme pravé popsali, byla vy-
tvofena pomoci Sestimistné periody zlomku —115 Druhou Sestinovou
rosetu sestrojime pomoci Sestimistné periody desetinného rozvoje
zlomku %

2 —
— = (,15384
3 0,153846
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Obr. 15

Postup je opét stejny jako pfi konstrukci prvni tfinactinové rosety.
Uvedeme proto jen jeji vysledny obraz (obr. 15). Také zde miizeme
zkracovanim jejich vétvi dostat t¥i riizné velké hvézdice. Ctenar si
je jisté sam dovede predstavit a porovnat s hvézdicemi vzniklymi
z prvni tfinactinovér osety. Rozbor téchto hvézd je podobny jako
rozbor obdobnych hvézdic prvni hyperbolické rosety.

Neékolik slov na zavér

Problematika zlomkovych roset ukazuje prekvapivy vztah mezi
aritmetikou a geometrii. Je také jednim z mnoha pfikladti, které
ukazuji, ze matematika je krasna. Ale neni to jen samotny vztah
mezi aritmetikou a geometrii. Krasa je v tomto pfipadé piede-
v$im v tom, jak se z malého podnétu vyvinula zajimava matema-
ticka ,miniteorie“. Jak se zrodila tato miniteorie? Autor nejdiive
objevil zcela ndhodou zminku o sedminové elipse v internetové
matematické encyklopedii WolframMathWorld. Zaujal ho nazev
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One-Sevenths Ellipse, ktery nasel v seznamu hesel vénovanych ge-
ometrii ([1], ,,One-Seventh Ellipse.“) Byl to nazev, se kterym se
dosud nikdy nesetkal, a o kterém si navic nedovedl predstavit, co
se pod nim skryvéa. Proto zvédavé nalistoval toto heslo, aby zjis-
til, jak z cislic periody zlomku :}.— Ize sestrojit elipsu. Je to priklad
toho, jak $ikovné formulované heslo, ¢i zminka muiize motivovat je-
dince a nastartovat jeho ¢innost ke zkoumani a objevovani dosud
jemu neznadmych zakouti matematiky, zde geometrie. V encyklo-
pedii byla uvedena jako ,dukaz“, Ze sestrojenymi body (viz (1))
prochazi jedina elipsa, rovnice této elipsy (viz (3)). To podnitilo
zvédavost autora a polozil si prvni otazku, zda to nedokazat ryze
geometricky. Jednoduchym klicem k feSeni byl objev, ze body (1)
jsou vrcholy stfedové soumeérného Sestithelniku. Zacaly se ,hr-
nout” dalsi otazky. Prvni byla: Je zlomek % jedinym zlomkem této
vlastnosti? Brzy byl nalezen dalsi zlomek s touto vlastnosti, a to
zlomek 75 ([2]). Daldi otézka byla, kolik takovych zlomki viibec
existuje, jak je pozname, a ke kterym kuzeloseckam vedou. Jinymi
slovy, kolik existuje zlomkovych kuzelosecek. Vysledkem pomeérné
obsahlého zkoumani bylo zjisténi: vSech zlomkovych kuzelosecek
je celkem 780, mezi nimi jsou 393 elipsy, 327 hyperbol a 60 kuzelo-
secek slozenych ze dvou rovnobéznych nebo riiznobéznych primek
([3]). Jinou otézkou bylo, zda musi byt Sestice bod, kterymi pro-
chézi jedina kuzelosecka, slozena vzdy ze dvojic po sobé jdoucich
¢isel vhodné Sesticiferné periody nalezenych zlomki. Ukazalo se,
ze nikoliv. Tak se doslo ke zlomkovym rosetdm, kterym byly ve-
novany prispévky ([4], [5] a tento pfispévek). K dalsim otéazkam
naptiklad, zda lze studovat zlomkové kuzelosecky i v trojrozmer-
ném prostoru se jeSté pozdéji vratime (viz [6)).
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