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O VYJADROVANI V MATEMATICE

FRANTISEK KURINA

Podnétem k napsani tohoto prispévku byl ¢lanek Vlastimila

Dlaba Diikladné porozuméni pojmu ekvivalence (viz [1]). V ivodu
tohoto ¢lanku autor pise:
Co v matematice znamend, Ze jsou dvé tvrzeni ekvivalentni? Zdad
se to byt velmi jednoduché: proni tvrzeni plyne (logickymi kroky)
z druhého a druhé z pruvniho. Presto vsak maji mnozi studenti
s touto ,,dvojstrannou implikaci potiZe. Jednou z pricin muze byt
to, Ze dvé tvrzeni, z nichZ prvni je ociidné obecnéjsi nez druhé,
mohou byt ekvivalentni ([1], str. 9).

V matematice se, jak znamo, zavadéji pojmy definicemi. Bylo
by vsak naivni domnivat se, Ze vyslovenim definice budou studenti
presné ve smyslu v definici uvedeném pojem chapat, a to prede-
vsim tehdy, jsou-li zavadéné terminy slozkou studentova jazyka.
Velmi vyrazné to vyjadril polsky filozof Leszek Kolakowski: Nds
jazyk, i kdybychom ho kdovijak Zdimali a natahovali, se nedokaze
odtrhnout od svych kotenu, spocivajicich ve vnimani, predstavi-
vosti a logice, které ndm vnucuje svét ([2], str. 16).

Konec¢né ani v nékterych matematickych publikacich nepred-
pokladaji autofi, Zze vyslovenim definice zavedli pojem v jeho ,kom-
plexnosti“. Dolozme toto tvrzeni prikladem. V klasické Korinkove
ucebnici algebry [3] se definuje vektor jako usporddana n-tice, aniz
by se mluvilo o operacich s vektory, ve stiedoskolské ucebnici tri-
gonometrie [4] se definuje, opét bez zavadéni algebraickych ope-
raci, komplexni ¢islo jako uspofadané dvojice Cisel redlnych. Podle
téchto definic je vektor a komplexni ¢islo totéz. Vektor by patrné
mél byt zaveden jako prvek vektorového prostoru, podobné pak
i komplexni ¢islo. Zminény pfistup k zavadéni pojmi neni ovSem
nespravny, ba dokonce z hlediska pfirozeného pristupu k budovani
teorie je prijatelny. Cteme-li dal, vse se vyjasni.
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Vratme se k pojmu ekvivalence.
V cCeské literature se pojem ekvivalence a slov od ného odvo-
zenych uzivd minimalné ve ¢tyfech vyznamech.

a) Ekvivalence je logicka spojka vyrokové logiky vyjadrena slovy
tehdy a jen tehdy nebo prdvé kdyz, pro niz se obvykle uziva
symbol <.

Piiklad: Cislo je délitelné deviti, pravé kdyz je délitelny de-
viti jeho ciferny soucet.

b) Ekvivalence je libovolna binarni relace, ktera je reflexivni,
symetricka a tranzitivni.
Priklady: Relacemi ekvivalence jsou napr. relace rovnosti re-
alnych cisel, podobnosti trojuhelniki, rovnobéznosti pfimek,
kongruence celych ¢isel modulo p.

Relace ekvivalence jsou zakladem tvoreni pojmu v lidském
poznavani svéta. Napri. vyrokova forma osoba X se naro-
dila ve stejném roce jako osoba Y vede k relaci ekvivalence,
ktera rozkladd mnozinu vSech osob na t¥idy ,rocnika*“. Vy-
rokova forma osoba X se narodila ve stejném misté jako
osoba Y vede k relaci ekvivalence, ktera rozklada mnozinu
vSech osob na tfidy ,rodaki“. Tridy relace podobnosti troj-
uhelnikid jsou tvary, t¥idy relace rovnobéznosti primek jsou
sméry, tfidy relace kongruentnosti jsou zbytkové tridy mo-
dulo p.

c) Ekvivalence vét v deduktivnim systému. Véta P je ekvi-
valentni s vétou @, jestlize v soustavé dusledk axiomi A
s tvrzenim P lze odvodit tvrzeni () a obracené v soustave
disledkt axiom A s tvrzenim ( Ize odvodit tvrzeni P.

Tak napf. je znamo, ze v soustavé dusledkli axiomi euk-
leidovské geometrie je tzv. paty Eukleidiiv postulat ekvi-
valentni s tvrzenim KazZdym bodem roviny lze vést k dané
primce jedinou primku rovnobéznou, nebo Soucet vnitrnich
uhld v trojuhelniku je 180° nebo Pythagorova véta.

Modifikaci tohoto typu ekvivalence jsou priklady z Dlabova
¢lanku.
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d) Ekvivalence vyznamu neboli synonymita se uplatiuje pii
ruznych vyjadrenich téZze skutec¢nosti.

Priklady. Termin planimetrie je ekvivalentni s terminem ro-
vinnd geometrie. Cesky termin miliarda je ekvivalentni ame-
rickému terminu billion. Tvrzeni Rovnice md prdvé dva ko-
reny je ekvivalentni tvrzeni Ezistuji pravé dvé cisla, ktera
vyhovuji rovnici.

V bodé c) jsme hodnotili ekvivalenci z hlediska platnosti tvr-
zeni, v bodé d) z hlediska jejich vyznamu.

Pythagorova véta a véta kosinova jsou ekvivalentni z hlediska
platnosti (jak je ukazano v Dlabové ¢lanku), nejsou vsak ekviva-
lentni z hlediska vyznamu. Pythagorova véta ma vyznam pouze
pro pravouhlé trojuhelniky, kosinova véta ma vyznam ,,obecny®.

Vratme se jesté k nékolika drobnostem z ¢lanku [1]. Pythago-
rova véta je formulovana jako véta ,,s omezenym kvantifikatorem*
navic v ¢lanku zamléeném. Takovyto pfistup je prirozeny a pokla-
dam ho za spravny. Nicméné je prece jen ponékud zastfena ,lo-
gicka stranka véci“, neni patrné zcela jasné, co budeme rozumét
vétou obracenou k vété Pythagorové. Z tohoto hlediska by snad
byly vhodnéjsi formulace tohoto typu:

Pro libovolny trojuhelnik ABC' se stranami |AB| = ¢, |BC| = a,
|CA| = b plati: jestlize je ihel BCA pravy, pak c* = a® + b2, _
Pro libovolny trojihelnik ABC se stranami |AB| = ¢, |BC| = a,
|CA| = b plati: jestlize c? = a® + b2, pak je uhel BCA pravy.

Pripomenme znamy dikaz véty obracené k vété Pythagorové,
za predpokladu, ze véta Pythagorova je jiz dokazana.

V trojuhelniku ABC plati v oznaceni vyse uvedeném c? =
= a® + b? . Sestrojme pravothly trojthelnik A’B’C’ s odvésnami
|B’'C’'| = a, |C"A’| = b. Aplikujeme-li na tento trojihelnik Pytha-
gorovu vétu, dostaneme pro stranu |A’C’| = c¢. Trojtuhelniky ABC
a A’B’'C" jsou tedy podle véty sss shodné a protozZe je trojuhelnik
A’'B’C" pravouhly, je pravouhly i trojihelnik ABC.

Véta Pythagorova a véta k ni obracena jsou ekvivalentni z hle-
diska platnosti, nejsou vsak ekvivalentni z hlediska vyznamu. Prvni
miizeme pouzit k vypoctu délky prepony, druhou k rozhodnuti,
zda je trojihelnik pravouhly.
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V ¢lanku [1] je kosinova véta uvedena jako véta pro obecny
trojuhelnik. Ktery trojuhelnik je obecny? Patrné neni obecny
napi. trojuhelnik rovnostranny nebo pravouhly. Ale pro ty prece
kosinova véta také plati. Snad je vyhodnéjsi uzit formulaci ,v li-
bovolném trojihelniku® misto ,,v obecném trojuhelniku®.

Zisténi, Ze véta kosinova a Pythagorova jsou ekvivalentni tedy
neni prekvapivé, jak pise Vlastimil Dlab. Dikladné porozuméni
vSak znamena podle mého nazoru rozliseni typt ekvivalence tvr-
zeni.
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