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SILVESTROVSKE ROZJIMANI
O EKVIVALENCI
GEOMETRICKYCH VET

PAVEL LEISCHNER

Neuzaviral jsem se nikdy poznatkum véd.
Zbyvalo malo, co bych mohl nevédét.
Teprve dneska vim, Ze nevim vubec nic,
1 kdyZ jsem badal dvaasedmdesdt let.
Omar Chajjam

Tiebaze jsem spise ucil nez badal, a to jen malo pres polovinu
doby uvddéné Omarem Chajjamem, zac¢inam podléhat skepsi, stej-
né jako on ve svém ctyrversi. Kromeé situace v nasem skolstvi
k tomu prispiva i posuzovani ekvivalence vét z elementarni geome-
trie. Skolsk4 syntetickd geometrie nema axiomatickou vystavbu,
vychazi z nazornych predstav. Tak se mize stat, ze do diikazu
ekvivalence dvou vét nevédomky zafadim tvrzeni, které neplyne
z pocatecnich predpokladi a nepfiznivé ovlivni vysledek. Jen ma-
lou Utéchou mi je, Ze se to obcas pfihodi i mistriim, jak plyne
z nasledujici prihody.

V den pied Silvestrem 2010 jsem nasel v dopisni schrance nové
Cislo Ucitele matematiky. Zaujal mne ¢lanek [3], ktery vsak zcela
zatemnil mé dosavadni predstavy o vztazich mezi Pythagorovou
a kosinovou vétou. Abychom si ujasnili podstatu véci, uvedeme
nejprve formulaci vét. Pritom budeme uzivat bézné oznacovani
délek stran a velikosti vnitinich Ghld trojihelniku ABC, kon-
krétné |BC| = a, |CA| =0, |AB| =c¢, |SCAB|=qa, |[SABC| =0
a |[4BCA| =1~.
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Véta V1 (Pythagorova véta). Pro kazdy trojihelnik ABC' plati:
Je-li v = 90°, pak c® = a? + b°.

Véta V2 (pythagorejska ekvivalence). Pro kazdy trojihelnik ABC
plati: v = 90°, pravé kdyz c¢? = a2 + b2.

Véta V3 (kosinova véta). Pro kazdy trojuhelnik ABC plati:
¢ = a® + b* — 2abcos~. (1)

Dosud jsem byl presvédcen, ze véta V3 je ekvivalentni s pythago-
rejskou ekvivalenci V2. Ttebaze je tvrzeni V3 obecnéjsi, vypovi-
daji ob& véty o vztazich ¢? = a®+b% a v = 90° totéz. Pro libovolny
trojuhelnik ABC totiz souhlasné rozhodnou, bud Ze oba vztahy
soucCasné plati, nebo ze soucasné neplati.

Vlastimil Dlab v ¢lanku [3] vétu V2 nezminil. Dokazoval ekvi-
valenci vét V1 a V3. Jsou-li opravdu ekvivalentni, pak jsou zfejmé
ekvivalentni také véty V1 a V2. To ale neni mozné, jak vidime
z nize uvedené pravdivostni tabulky. Tento paradox jsem si zprvu
nedokézal vysvétlit. Nenachazel jsem chybu ani ve svych, ani v Dla-
bovych tvahéach, které byly jednoduché, jasné a vystizné.

A: B: V1. V2. V3:
= 90° c2=a’+b02 | A=—=B | A< B c2:a2+b2—2?bcos'y
1 1 1 1 1
1 0 0 0 0
0 it 1 0 0
0 0 1 1 1

Nastésti jsem nakonec zahadu odhalil. V klasickém diikazu ko-
sinové véty, jenz budi dojem, Ze vyuziva pouze Pythagorovu vétu
pouze véty V1.

* Piipomefime si ono standardni, vesmés znamé odvozeni, které
pouzil i Vlastimil Dlab: Na obr. 1 je znazornén trojuhelnik ABC,
jenz mé vy < 90°. Pata jeho vysky z vrcholu A je oznacena P.
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Obr. 1: Ilustrace k ditkazu kosinové véty

Z, Pythagorovy véty pro pravouhlé trojuhelniky APC a ABP
plyne b? — |CP|? = ¢? — |BPJ?. Odtud dostaneme po substituci
|CP| = bcoswy, |BP| = a — bcos~y a Upravé vztah (1). Pokud je
v > 90°, provedeme diikaz analogicky.

Tyto uvahy vyvolavaji dojem, ze je véta V3 pfimym diusled-
kem Pythagorovy véty. Odvozeni opravdu z této véty vychéazelo
a zda se, ze dale byly vyuzity jen ekvivalentni upravy a sc¢itani
usecek. Ve skutecnosti vSak vztah |[BP| = a — bcos<y neni jen ne-
vinnym sc¢itanim usecek. Je to dlsledek véty o prameétech, ktera
je ekvivalentni s kosinovou vétou. Véta o primeétech se v nasi skol-
ské literatufe obcas uvadi. Ze starsich publikaci ji nalezneme na-
priklad v [4], str. 430, z nejnovéjsich pak [4], str. 58. Jeji vyznam
je nedocenovan.

Véta V4 (Véta o pramétech). V kazdém trojuhelniku ABC plati:

c =bcosa + acosp. (1)

Vétu lze pokladat za dusledek pravidla pro s¢itani vektor.
Pii oznaceni a volbé kartézské soustavy soufadnic { A, z, y} podle
obr. 2 plati b = (bcosa, bsina), @ = (acosf, —asinf), a ¢ =
= (¢, 0). Rozepsanim rovnosti & = b + @ ziskdme vztah (1) a sino-
vou vétu ve tvaru bsina = asin .

Ukéazeme jesté, ze opravdu plati V4 <= V3.

Plati-li V4, pak vynéasobenim obou stran rovnosti (1} délkou c
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Obr. 2: Soucet vektorid a véta.o pramétech

dostaneme

c? = cbcosa + ca cos 5.

Se¢tenim tohoto vztahu s rovnostmi

—a? = —accos B — abcosy

a
—b%2 = —bacosy — bccos a,

které z néj vznikly po vynasobeni ¢islem —1 a opakované cyklické
zameéneé, obdrzime vztah

c? —a? —b® = —2abcosy

a z néj vétu V3.
Plati-li V3, dostaneme z rovnosti (1) po cyklickych zdménéach

vztahy
a? = b% + ¢® — 2bccosa

b? = % + a® - 2cacos .

Jejich souc¢tem obdrzime
0 = 2¢? — 2bccosa — 2ca cos B

a odtud po malé Gprave (1).
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V ¢lanku [3] byla jesté dokazana véta o stranach a thlopfickach
rovnobézniku:

Véta V5 (véta o rovnobézniku). Pro kazdy rovnobéznik ABC D
s délkami stran a = |AB| = |CD|, b = |BC| = |DA]| a thlopricek
e = |AC|, f = |BD| plati

e’ + f? = 2(a* + b%). (2)
Jak lze snadno ovérit, plati
V2 <= V3 < V4 < V5.

Povsimnéme si, ze véty uzce souvisi se souctem, rep. rozdilem
vektorl. Jiz jsme ukazali, Ze tvrzeni V4 je prfi oznaceni podle
obr. 2 reprezentaci vztahu ¢ = b+ d.
Skalarni umocnéni posledniho vztahu vede k vété V3.

_ Prorovnobéznik ABC'D miizeme polozit @ = B— A =C— D,
b=C-B=D—-A&=C-A, f =D- B. Vétu V5 pak
dostaneme ze vztahii € = @ + b, f =b—d po jejich skalarnim
umocnéni a nasledujicim secteni.

Co fici na zavér? Vse podstatné o ekvivalenci geometrickych
vét uvedl Vlastimil Dlab v pfispévku [3]. Jen je tam zapotfebi na-
hradit Pythagorovu vétu pythagorejskou ekvivalenci. Snad bych
doplnil, ze bychom méli vice dbat na disledné rozlisovani Pytha-
gorovy véty, jejiho obraceni (c? = a? + b?> = v = 90°) a pytha-
gorejské ekvivalence.

Dékuji profesoru Dlabovi za pékné a inspirujici ¢lanky v Uci-
teli matematiky. Pieji mu hodné uspéchi pfi psani dalsich. Pro
Ctenare pridavam ulohu.

Uloha. Rozhodnéte, které z nasledujicich vét jsou ekvivalentni.

1. V kazdém trojuhelniku ABC plati

a b s

sina  sinf  sinvy’

2. Trojuhelnik ABC' je rovnostranny, praveé kdyz a = = 7.
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. Trojuhelnik ABC je rovnostranny, pravé kdyz a = 3 = 60°.

oS

. Je-li v trojuhelniku ABC a=0=v,paka=0=c.
5. Je-li v trojuhelniku ABC a = (8 = 60°, pak a = b = c.
6. Je-li v trojuhelniku ABC a =b=c, pak a = = ~.
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