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BABYLONSKÝ vvrocnr ČíSLA J2

JINDŘICH BEČVÁŘ, VLASTIMIL DLAB

Hliněná tabulka YBC7289 pocházející asi z 18. nebo 17. sto­
letí před naším letopočtem, která je uložena ve sbírce univerzity'
Vale, udává hodnotu odmocniny ze dvou v šedesátkové soustavě

ve tvaru

(1; 24,51,10), tj.
24 51 10

V2 . 1 + 60 + 602 + 603 '

Po přepočtudo desítkové soustavy získáme hodnotu 1,414212963 ... ,
která je velmi přesná; správná hodnota odmocniny ze dvou je totiž
1,414213562 ...

Babylonský výpočet čísla J2byl pravděpodobně (v dnešní ter­
minologii) založen na užití posloupnosti {at I O < t} definované
volbou výchozí hodnoty ao a rekurentním vztahem

at+l = ~ (at + :J pro každé t > O.

Limita této posloupnosti je J2.
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Tato skutečnost ihned vyplývá ze tř í následuj ících tvrzení,
která je možno snadno dokázat.

1. Pro každé at > O, at =1= ý'2, je at+l > ý'2. Je-li at ' ý'2, j
at+l == ý'2.

2. Je-li o., > ý'2, je ý'2 < at+l < at. Proto existuje limita
posloupnosti {at I O< t} a je

lim at > h.
i -s-co

3. Je-li at > ý'2, je at+l - ý'2 < ~(at - ý'2). Proto je

lim at < h.
t-+oo

Poznámka. Předchozí tvrzení lze dokázat i pro posloupnosti {b t I
I O < t} definované volbou výchozí hodnoty ba, kladným reálným
číslem Q a rekurentním vztahem

bt+l = ~ (bt + ~) pro každé t > O.

Limita této posloupnosti je va.
Cvi čení. Vypočtěte hodnotu čísla -Ji.

Předchozí úvahy lze přirozeným způsobem zobecnit. Definujme
posloupnost {at I O< t} volbou výchozí hodnoty aa a rekurentním
vztahem

at+l == n - 1 (at + r ) pro každé t > O,
n (n - 1)ar- 1

kde n > 2 je přirozené číslo a r reálné číslo.

Limita této posloupnosti je \fT.'
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Příklad. Pro n == 7, r == 'ff a 0,0 == 5 dostáváme klesající po­
sloupnost, v níž je např. 0,13 == 1,17766403 ... Přitom je \fiř ==

== 1,7766403 ...

* * *

Babylonští počtáři však neužívali limity a patrně ani exaktně

formulované rekurentní vztahy. Přesto v podstatě postupovali výše
uvedeným způsobem. Jejich úvahy se pokusíme nastínit. Počítejme

odmocninu kladného čísla A, které není čtvercem, Zjevně existuje
přirozené číslo a, pro něž je 0,2 < A < (a + 1)2. Pišme A == 0,2 + b.
Nyní je

VA = Ja2 + b < /a2 + b + ~ = a+~ = 2a
2

+ b = ~ (0, + A) .V 40,2 20, 20, 2 a

Položme a == 0,0 a jako první aproximaci čísla VA vezrněme hod­
notu

0,1 == ~ (0,0 + A).
2 0,0

Podle předešlého je VA < 0,1. Položme proto VA == 0,1 - x, kde x
je kladné číslo. Potom je

A == o,i - 2o,1x + x 2 > ai - 2o,1x.

Položme
I o,i - A

x == - - -
20,1

a jako druhou aproximaci čísla VA vezm ěme hodnotu

I o,i - A 1 ( A)
0,2 == 0,1 - X == 0,1 - == - 0,1 + - .

20,1 2 0,1

Protože je zřejmě O < x' < x, je VA < 0,2 < 0,1. Stejným způso­

bem lze postupovat dále a konstruovat tak posloupnost {o,t I O <
< tl, pro niž je

aHl = ~(at + :) pro každé t > O.
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Její hodnoty "stále lépe" aproximují odmocninu čísla A .

Při babylonském výpočtu odmo cniny ze dvou klademe aa == 1
a dos táváme:

1 (2 ) 3al == - - + 1 == - == 1 52 1 2' ,

1 ( 4 3) 17 -
a 2 == "2 3" + "2 == 12 == 1,416,

a3 = ~ G~ + ~~) = ~~~ = 1,4142156 ... ,

1 (2 . 17 . 24 577)
a4 == - + == ... == 1 4142135 . ..

2 577 17 ·24 '

Babylonští počtáři dospěli patrně k hodnotě a3. Jist á nesrov­
nalost v desetinném rozvoji na šestém desetinném místě by la pa­
trně způsobena aproximací převrácené hodnoty čísla 17 (v šede­
sátinných zlomcích). 1

Jako další příkladvypočtěmedruhou odmocninu z čísla 105300.
Protože je

324 2 < 105300 < 325 2
,

položíme aa == 324. Dále je

1 (105300 )
a l == "2 324 + 324 == 324,5,

1 (105300 )
a2 == "2 324,5 + 324,5 == 324,4996148 ...

Přitom je V105300 . 324,4996148 ... Již první aproximace je
velice přesná, přesnost druhé aproximace již sahá za r ámec běžné

kalkulačky (sedlu desetiných míst je vypočteno zcela přesně).

Uvědomme si , že přesnost tohoto postupu narůstá se zv ét šují- :
cínl se číslem A, jak jsme ostatně měli možnost zjistit porovnáním
výpočtů čísel ý'2 a V1D5300. Ukažme pro jednoduchost přesnost

1 Protože je číslo 17 nesoudělné s číslem 60, je ob tížné vyjádřit jeh o pře­

vrácenou hodnotu v šedesátinných zlomcích. Nejmenším přirozeným č ís lem ,

které tyto problémy dělá, je číslo 7.
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první aproximace druhé odmocniny čísla A. Pišme opět A == a2 + b,
kde a2 < A < (a + 1)2; je-li dále VA == a + k, je O< k < 1. Potom

a odtud k == b
2a + k

J e tedy (položíme k == O a k == 1)

b b
--<k< -.
2a + 1 2a

Při první aproximaci klademe k == 2
b
a ' je totiž

VA" = a + ~ = 2a
2

+ b= ~ (a + A).
2a 2a 2 a

Chyba je menší než

b b

2a 2a + 1

b
2a(2a + 1) ,

přičemž b je nejvýše rovno (a+ 1)2-a2 - 1 == 2a. Chyba první apro­
ximace je tedy menši než 2a~1' Se vzrůstající hodnotou čísla A
tedy přesnost první aproximace roste.

Obdobným způsobem lze počítat i vyšší odmocniny. Naznačme
výpočet n-té odmocniny čísla A. Pišme A == a" .+ b, kde a je
přirozené číslo, pro něž

Nyní je

yIA= Y/an+b< './an+b+."+ b
n

_ (a + b )V noi- :! - nan - 1 '

Položme tedy a == ao a jako první aproximaci čísla yIA vezměme

hodnotu

1( b) n-1( A)
al == - naa + n-l == aa + n-l .

ti aa n (n - 1)aa
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o výpočtu odmocnin ve staré Mezopotámii je podrobná pa­
sáž v monografii [2] (str. 230-232). Zajímavé je, že se obdobné
metody používaly po celá dlouhá staletí a t isícilet í; o v ýpo čtu

odmocnin v pracích Leonarda Pisánského ze začátku 13. století
viz [1] (str. 278-283).
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