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BABYLONSKY VYPOCET CISLA V2

JINDRICH BECVAR, VLASTIMIL DLAB

Hlinéna tabulka YBC7289 pochazejici asi z 18. nebo 17. sto-
leti pfed nasim letopoctem, ktera je ulozena ve sbirce univerzity
Yale, udava hodnotu odmocniny ze dvou v Sedesatkové soustaveé
ve tvaru

24 51 10
2=14 —+ — + —.
v2s1+ 60 602 603
Po piepoc¢tu do desitkové soustavy ziskdme hodnotu 1,414212963 . . .

ktera je velmi pfesnd; spravna hodnota odmocniny ze dvou je totiz
1,414213562..

(1;24,51,10),  tj.

O
l,24,151,10

42,215,35

Babylonsky vypocet &isla v/2 byl pravdépodobné (v dnesni ter-
minologii) zaloZen na uziti posloupnosti {a; | 0 < t} deﬁnovane
volbou vychozi hodnoty a¢ a rekurentnim vztahem

1 2 .
—<at -+ —) pro kazdé t > 0.
at

at41 = 5

Limita této posloupnosti je \/2.
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Tato skute¢nost ihned vyplyva ze tfi nasledujicich tvrzeni,
ktera je mozno snadno dokazat.

1. Pro kazdé a; > 0, a; # V2, je az41 > V2. Je-li ap = V2, je
Qi1 = \/§

2. Je-li ay > V2, je V2 < aty1 < ag. Proto existuje limita
posloupnosti {a; | 0 < t} a je

lim a¢ 2 \/5
t—o00

3. Je-li a; > V2, je app1 — V2 < %(at - \/5) Proto je

lim a; < V2.
t—o00

Poznamka. Pfedchozi tvrzeni lze dokdzat i pro posloupnosti {b; |
| 0 <t} definované volbou vychozi hodnoty by, kladnym realnym
¢islem a a rekurentnim vztahem

1 «a s
byy1 = -Z-(bt + Et-) pro kazdé t > 0.

Limita této posloupnosti je \/a.

Cvideni. Vypoctéte hodnotu ¢isla /7.

Predchozi avahy lze pfirozenym zptisobem zobecnit. Definujme
posloupnost {a; | 0 < t} volbou vychozi hodnoty ag a rekurentnim
vztahem

n—1 r

)

pro kazdé t > 0,

at41 = (at -+

kde n > 2 je pfirozené Cislo a r realné ¢islo.

Limita této posloupnosti je /.
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Priklad. Pro n = 7, r = m a ap = 5 dostavame klesajici po-
sloupnost, v niz je napf. a;3 = 1,17766403... Pfitom je /7 =
= 1,7766403 ...

Babylonsti poctari vSak neuzivali limity a patrné ani exaktné
formulované rekurentni vztahy. Pfesto v podstaté postupovali vyse
uvedenym zpusobem. Jejich ivahy se pokusime nastinit. Pocitejme
odmocninu kladného ¢isla A, které neni ¢tvercem. Zjevné existuje
pfirozené ¢islo a, pro néZ je a®? < A < (a+ 1)2. Pisme A = a? +b.
Nyni je

19 2 1
\/Z:\/a2+b<\/a2+b+£7:a+i=2a +b:—<a+é>.

2a 2a 2 a

Polozme a = ag a jako prvni aproximaci ¢isla v/ A vezméme hod-

notu
1 A
ay = — (ao “+ --)
e ap

Podle predeslého je VA < a;. Polozme proto VA = a; — z, kde z
je kladné ¢islo. Potom je
A=a} - 201z + z* > a} — 20;7.

PoloZzme "
o af — A

2&1
a jako druhou aproximaci ¢isla v A vezméme hodnotu

B ;o a%—A_l( A)
Qy = Qa1 —T =a; — = =t 0] -+ = ],
2a1 2 ai

Protoze je ziejmé 0 < 2’ < z, je VA < ay < aj. Stejnym zpiiso-
bem lze postupovat déle a konstruovat tak posloupnost {a; | 0 <
< t}, pro niz je

1 A
Q41 = = (at -+ —) pro kazdé t > 0.
2 Q¢
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Jeji hodnoty ,stale lépe“ aproximuji odmocninu cisla A.

Pfi babylonském vypoc¢tu odmocniny ze dvou klademe ag = 1
a dostavame:

TP
ag = %(%-f-g) = 1—7—-1,416,

o %(?“L%) = %21,4142156...,

ag = —;—(2';7'24 + 1??24) — ... =1,4142135...

Babylonsti poc¢tari dospéli patrné k hodnoté ag. Jista nesrov-
nalost v desetinném rozvoji na Sestém desetinném misté byla pa-
trné zplisobena aproximaci pfevracené hodnoty ¢isla 17 (v Sede-
satinnych zlomcich).!

Jako dalsi priklad vypoctéme druhou odmocninu z ¢isla 105 300.
Protoze je
324% < 105300 < 3252,

polozime ag = 324. Dale je

1 (105300
a) = —

2\ 324
1 ,105300
Qg = (

2\ 324,5

n 324) — 3245,

+ 324, 5) — 3244996148 . ..

Pritom je /105300 = 324,4996148 ... Jiz prvni aproximace je
velice pfesna, presnost druhé aproximace jiz saha za ramec bézné
kalkulacky (sedm desetinych mist je vypocteno zcela presné).

Uvédomme si, Ze presnost tohoto postupu nartsta se zvétsuji-
cim se ¢islem A, jak jsme ostatné méli moznost zjistit porovnanim
vypoétl ¢isel v2 a v/105 300. Ukazme pro jednoduchost pfesnost

1 Protoze je ¢&islo 17 nesoudélné s ¢éislem 60, je obtizné vyjadrit jeho pre-
vracenou hodnotu v Sedesatinnych zlomcich. Nejmensim pfirozenym cislem,
které tyto problémy déla, je ¢islo 7.
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prvni aproximace druhé odmocniny ¢isla A. Pisme opét A = a?+b,
kde a? < A < (a+1)%; je-li dale VA =a+k, je 0 < k < 1. Potom

a? +b=a?+ 2ak + k2, aodtud k= 9 .
2a + k
Je tedy (polozime k =0 a k =1)
b b
2a+1 Sk 2a°
P1i prvni aproximaci klademe &k = 5%, je totiz
b 2a*+0b 1 A
VA=atg= =5 =30+3)
Chyba je mensi nez
b b b
2¢ 2a+1 2a(2a+1)’
pficemz b je nejvyse rovno (a+1)?—a?—1 = 2a. Chyba prvni apro-

ximace je tedy mensi nez ﬁ Se vzrustajici hodnotou c¢isla A
tedy presnost prvni aproximace roste.

Obdobnym zptsobem lze pocitat i vyssi odmocniny. Naznac¢me
vypocet n-té odmocniny cisla A. Pisme A = a™ + b, kde a je
pfirozené ¢islo, pro néz

a® < A< (a+1)"

Nyni je

VA = <'\‘/a"+b+---+ b,n =(a+ b )

nan—l nan-—l

Polozme tedy a = ag a jako prvni aproximaci ¢isla VA vezméme
hodnotu

al:_rl;(nao—i—agbl):n;1<a0+(n——f) I= 1)
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O vypoc¢tu odmocnin ve staré Mezopotamii je podrobna pa-
saz v monografii [2] (str. 230-232). Zajimavé je, ze se obdobné
metody pouzivaly po cela dlouha staleti a tisicileti; o vypoctu
odmocnin v pracich Leonarda Pisanského ze zacatku 13. stoleti
viz [1] (str. 278-283).
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