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ANDREJ ANDREJEVIC MARKOV
A MATEMATICKA LINGVISTIKA (2)

BLANKA SEDLACIKOVA

Dokonceni z minulého ¢isla

Védecké dilo A. A. Markova

Rané prace akademika Markova, jednoho z nejvyraznéjsich
predstavitelii tzv. petrohradské matematické skoly (dale P. L. Ce-
bysev, A. M. Ljapunov), se tykaly predevsim matematické analyzy
(napf. limity integrald, teorie aproximaci a konvergence fad, kon-
struktivni teorie funkei, diferencialni rovnice) a teorie Cisel. Ac-
koliv je jeho praci z teorie ¢isel pomérné méalo - 15, mély znacny
vyznam. Tyto prace byly vénovany pfedevsim teorii neurcitych
kvadratickych forem, diikazim transcendentnosti ¢isel a a konecné
studiu c¢isté kubickych poli.

Nejvyznamnéjsi je vSsak jeho pfinos do teorie pravdépodob-
nosti. Z priblizné 120 ptivodnich védeckych praci se vice nez jedna
tfetina tyka pravé teorie pravdépodobnosti. Zde se stal pokraco-
vatelem myslenek svého velkého ucitele P. L. CebySeva (napfi-
klad po roce 1900 Markov aplikoval metodu fetézovych zlomki,
jejimz pritkopnikem byl pravé Cebysev, na teorii pravdépodob-
nosti). Z korespondence A. A. Markova s A. A. Cuprovem (né-
kolik desitek dopist vénovanych obecnym otazkam matematické
statistiky) se mizeme docist, jak se z nejprve negativniho vztahu
k této matematické discipliné postupné vyviji vztah kladny. Prace
z teorie pravdépodobnosti mizeme rozclenit do t¥i hlavnich sku-
pin, a to: 1. zadkon velkych ¢isel, 2. centralni limitni véty a 3. teorie
markovskych retézci.
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Markovovy myslenky o zavislych ndhodnych veli¢inach vedly
ke vzniku zcela nového odvétvi teorie pravdépodobnosti, k tzv. te-
orit markovskych retézciu. Ta se rozvinula v rozsahlou a velmi diile-
Zitou oblast — teorii stochastickych procesi. Markovskym fetézcem
rozumime posloupnost nahodnych proménnych, v nichz je budouci
promeénna urc¢ena proménnou soucasnou bez ohledu na zptsob, ja-
kym pfitomny stav ze stavu predchoziho vznikl. V roce 1923 se
Norbert Wiener stal prvnim, kdo pfesné a souvisle pojednaval
o ,markovskych procesech®“. Vznik obecné teorie se pripisuje An-
dreji Nikolajevi¢i Kolmogorovi v pribéhu 30. let 20. stoleti. Nazev
markovské Tetézce byl idajné poprvé pouzit francouzskym védcem
Jacquesem Hadamardem (1865-1963) a toto oznaceni se rozsirilo
do odborné literatury. Viibec poprvé Markov podstatu fetézové
zavislosti objasnuje ve své praci Rozsirent zakona velkych c¢isel na
velic¢iny navzajem zavislé (Rasprostranénije zakona bolsich cisel
na veliciny, zavisja$cije drug ot druga) z roku 1907, samoziejmeé
jesté bez uziti terminu retézec. Jednoduse a srozumitelné tu ob-
jasnuje princip toho, ¢emu my dnes fikame stejnorode markovskée
retézce a dale zde dokazuje zakon velkych cisel pro posloupnost
nahodnych veli¢in spojenych v fetézec za predpokladu existence
konecnych rozptyl u jednotlivych scitanc.

Vedle védecké prace vénoval Markov znacnou pozornost vy-
davani svych prednasek (ivod do analyzy, sféricka trigonometrie,
diferencidlni pocet, teorie pravdépodobnosti aj.), v nichz lze vy-
sledovat zvlastnosti osobnosti Markova, jeho chapani predmeétu,
jeho predstavy o urovni znalosti, jez by méli studenti mit.

Co se tyce stylu praci Markova je charakteristicka jasnost a sro-
zumitelnost jazyka, peclivé zpracovani detaili (dovedeni feSeni
k ¢islu a algoritmu), ale i dovedeni vysledki do moznosti prak-
tického pouziti.

A. A. Markov a matematicka lingvistika

Prvotni napad provést statisticky vyzkum vyskytu souhlasek
a samohlasek v ruskych textech vzesel z Markovovy korespondence
s A. A. Cuprovem. Setieni provadél Markov celkem na dvou tex-
tech, a to v romanu A. S. Puskina FvZen Onégin a v povidce
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T. Aksakova Detskije gody Bagrova-vnuka, za Gcelem pfibliZit te-
orii prostych markovskych retézci na takovém prikladu, ktery
bude obecné srozumitelny. UkaZzme si podrobné jeho rozbor textu
Evzena Onégina, ktery byl proveden jako prvni. Zajimavé je to,
ze ackoliv Markov rozvinul svou teorii markovskych fetézct jako
Cisté matematickou praci, aplikoval ji na literarni text. S nejvetsi
pravdépodobnosti se tedy jedna o prvni dislednou aplikaci mate-
matiky v jazykovédeé.

Zkoumani bylo provedeno na 20000 ruskych hlaskach (bez
stvrdého jeru“ a ,mékkého jeru“) verSovaného romanu A. S. Pu-
skina FvZen Onégin, které tvori celou prvni kapitolu a 16 slok
kapitoly druhé. Ukazme si, jak Markov ve své praci postupoval.

Necht téchto 20000 hlasek tvori posloupnost 20 000 za sebou
nasledujicich pokusi, z nichz kazdy muze nabyvat dvou hodnot,
a to hodnoty samohlaska nebo souhldska. Pripustme existenci
konstantni pravdépodobnosti p, ktera vyjadiuje pravdépodobnost
toho, ze dana hlaska je samohlaskou. Tu odhadneme z vysledkii
pozorovani pomoci po¢tu samohlasek v textu. Stejné odhadneme
i pravdépodobnosti p1, po, P1,0, Po.1, P00, P11, kde:

p1  je pravdépodobnost, Ze samohlaska nasleduje za sa-
mohlaskou

po je pravdépodobnost, Zze samohlaska nasleduje za sou-
hlaskou

P10 Jje pravdépodobnost, ze samohlaska nésleduje za sou-
hlaskou, které pfedchazi samohlaska

po,1 je pravdépodobnost, ze samohlaska nasleduje za sa-
mohlaskou, které predchazi souhlaska

po.o je pravdépodobnost, Zze samohlaska nasleduje za dvéma
souhlaskami

p1,1  je pravdépodobnost, ze samohléska nasleduje za dvéma
samohlaskami '

Analogicky odhadneme z textu pravdépodobnosti g, ¢1, qo,
q1,0, 90,1, 90,0, q1,1, kde:
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g  Je pravdépodobnost, Ze danéa hlaska je souhlaskou

g1 Je pravdépodobnost, Ze souhldska nasleduje za sa-
mohlaskou

go je pravdépodobnost, Ze souhldska nasleduje za souhlés-
kou

gi,0 Jje pravdépodobnost, Ze souhlaska nésleduje za souhlas-
kou, které predchéazi samohlaska

go,1 je pravdépodobnost, ze souhlaska néasleduje za sa-
mohléaskou, které predchazi souhlaska

go,0 Jje pravdépodobnost, ze souhlaska nasleduje za dvéma

~ souhlaskami

gqi,1 je pravdépodobnost, ze souhlaska nasleduje za dvéma

samohlaskami

Nyni porovname hodnoty ziskané z textu s predpokladanymi
teoretickymi hodnotami, a to ve dvou pfipadech:

1. vyskyt hlasek odpovidd nezavislym pokusiim,

2. hlasky jsou usporadany v fetézec.

add 1)

Predpokladejme, ze vyskyt samohlasek a souhlasek v textu jsou
nezavislé pokusy. To odpovida situaci, kdy z osudi, v kterém jsou
bilé a ¢erné koule (v nasem pfipadé samohlasky a souhlasky), opa-
kované tahneme s tim, ze vytazenou kouli vzdy vracime zpét do
osudi. 20000 hlasek textu rozdélime na 200 skupin po 100 hlés-
kach (bez poruseni pofadi) a spocitame, kolik je v kazdé stovce
samohlasek. Ziskame tak nasledujici tabulku:

Pocet samohlasek ve skupiné | 37 | 38 | 39 | 40 | 41 | 42 | 43
Pocet skupin 3 1 6 | 18 | 12 | 31 | 43

Pocet samohlasek ve skupiné | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49
Pocet skupin 20 [ 25 | 17 | 12 | 2 1

Z tabulky snadno urc¢ime aritmeticky primér, ktery je ro-
ven 43,19, a odtud pak odhadneme pravdépodobnost vyskytu sa-

mohlasky, kde
p =£0,4319 = 0,432.
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Nyni vypocteme soucet druhych mocnin odchylek poc¢tu samohla-
sek kazdé stovky od aritmetického priiméru a dostaneme c¢islo
1022,8 odkud po vydéleni ¢islem 200 ziskdme hodnotu rozptylu
(pro skupinu sta hlasek), tj. 5,114.

Nezavislost stanovenych veli¢in (tj. pocet samohlasek v stovce
hlasek za sebou nésledujicich) potvrzuje i ten fakt, ze jestlize je
spojime po dvou, ¢tyfech a péti (vytvorime tedy skupiny po dvou
stech, ¢tyfech stech a péti stech hlaskdch po sobé néasledujicich)
a vypocitame pro téchto sto, padesat a ¢tyficet posloupnosti sumu
kvadrati jejich odchyleni od 86,4; 172,8 a 216 (aritmeticky primér
po¢tu samohlések mezi dvéma sty, étyFmi sty a péti sty hlaskami),
ziskame hodnoty 827,6; 975,2; 1 004, které se mnoho nelisi od vyse
ziskané hodnoty 1022,8.

Prejdeme-li vSak od stovek pokust k jednotlivym pokusiim,
pozorujeme, ze ¢islo

0,114

A = 114
100 B3

(zjisténd hodnota rozptylu) se vyrazné lisi od hodnoty
p(1 —p) =0,432-0,568 = 0,245 376

(teoretickd hodnota rozptylu za pfedpokladu, Ze pokusy jsou ne-
zavislé). Koeficient disperze je v tomto pfipadé roven

ol = 0,208,
24 537,6
coz naznacuje ,vazanost“ nasich pokust (tato hodnota se vyrazné
lisi od hodnoty 1, kterd odpovida nezavislym pokusim). Vidime
tedy, ze sumy vazanych veli¢in (po sobé nésledujici hlasky textu)
mohou tvofit témér nezavislé veli¢iny (skupiny po sto hlaskach).
Pozdéji se ukazalo, ze tento piiklad je znac¢né pfinosny pro teorii
spoju.

Vytvorime nova spojeni po 100 hlaskach. Nejprve si uspora-
dame kazdou plivodni stovku hlasek do ¢tvercové matice takto:
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 L

----------------------

91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

Z kazdé pétistovky hlasek vytvofime pét novych stovek hlasek
takto: prvni stovku sestavime ze vSech prvnich a Sestych sloupci,
druhou z druhych a sedmych sloupcti atd. Nyni se vedle sebe ne-
vyskytuji Zddné dvé sousedni hlasky z pivodnich stovek. Déle
spoc¢teme, kolik je samohléasek v jednotlivych sloupcich. Tato ¢isla
vzdy po dvou secteme takto: pocet samohlasek v prvnim a Sestém
sloupci, v druhém a sedmém sloupci, tfetim a osmém sloupci,
¢tvrtém a devatém sloupci, patém a desatém sloupci. Pro kazdou
stovku pismen tak ziskame pétici ¢isel, oznacenou symboly (1, 6),
(2,7), (3,8), (4,9), (5,10), jejichz soucet nam da pocet samohlasek
dané stovky. Pocet samohldsek v novych stovkach pak odpovida
sumam

YL6), D@7, D 3:8), D (49, > (510),

které jsou slozeny z odpovidajicich péti s¢itanct. (Vsechny tyto
vysledky uvadi Markov ve 40 prehlednych tabulkdch — kazda ta-
bulka odpovida pétistovce hlasek. V prvnim fadku tabulky je pét
¢isel (1,6) a jejich suma, v druhém fadku pét ¢isel (2,7) a jejich
soucet atd., posledni fadek uvadi pocet samohlasek v prvni stovce,
pocet samohlasek v druhé stovce atd., az na poslednim misté pocet
samohlasek ve vsech péti stovkach zmenseny o dve sté.) Sestavime
tabulku cetnosti samohlasek v jednotlivych stovkéach podobnou té

predeslé:
Pocet samohlasek ve skupiné | 26 | 27 | 28 | 29 | 30 | 31 | 32
Pocet skupin 1 0 0 0 1 2 1

33 134 |35 36 |37 |38 |39 |40 41 | 42 | 43 | 44 | 45
3 ) 1 2 9 (13|12 [ 13 |11 [ 17 | 16 | 15 | 10

46 | 47 | 48 | 49 | 50 | 51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56 | 57
10 | 16 | 10 | 10 | 5 ) 3 3 3 0 1 2
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Aritmeticky primér je stejny, a to 43,19. Soucet kvadrati je-
jich odchylek od 43,2 je znac¢né vétsi nez predesly, a to 5 788,8.
Odtud ziskdme hodnotu rozptylu

5788,8

= 28,944
200

pro téchto 200 posloupnosti.

Prejdeme-li nyni od stovek hlasek k jednotlivym hlédskam, do-
staneme hodnotu 0,289 44, ktera se mnoho nelisi od teoretické
hodnoty rozptylu pro nezavislé ndhodné velic¢iny

0,432 - 0,568 = 0,245 376

Koeficient disperze je pak roven

coz se rovnéz prilis neodliSuje od teoretické hodnoty koeficientu
disperze, ktera je pro nezavislé ndhodné veli¢iny rovna 1.

Na zaveér jesté tyto nové stovky hlasek také pospojujeme po
dvou, ¢tyfech a péti. Jestlize pro sto, padesat a Ctyricet skupin
vypocitdme postupné hodnotu sumy druhych mocnin jejich od-
chyleni od aritmetickych primért pocétu samohlasek v dané sku-
piné, tj. od 86,4; 172,8; 216, ziskame misto c¢isla 5 788,8 hodnoty
3551,6; 3089,2; 1004, z nichz posledni je témér Sestkrat mensi
nez cislo 5 788,8, coz poukazuje na pluvodni vazanost v kazdé pé-
tistovce hlasek.

add 2)

Uvazujme nyni zavislost jednotlivych pokust. To odpovida situ-
aci, kdy jsou dana dvé osudi, jedno bilé a druhé ¢erné. V kazdém
z téchto osudi jsou bilé a ¢erné koule (samohlasky a souhlasky).
Postupné koname tahy nasledujicim zptisobem. Vytahneme-li pfi
n-tém tahu kouli bilé barvy, koname (n -+ 1)-ni tah z bilého osudi,
vytdhneme-li pfi n-tém tahu kouli ¢erné barvy, koname (n + 1)-
ni tah z ¢erného osudi. VytaZené koule se vzdy vlozi zpét do



ANDREJ ANDREJEVIC MARKOV ... 119

osudi. K vysvétleni zavislosti nAm muZe poslouzit pfiblizné vyja-
dfeni pravdépodobnosti p1, pg. Mezi 20 000 hlaskami zkoumaného
textu se objevi posloupnost ,samohliaska — samohlaska® celkem
1 104krat. Po vydéleni poc¢tem vSech samohlasek v textu ziskdme

1104
= —— 2 (,128.
P1=geag 18
Podobné najdeme
7534 _ 7534

Do = 0,663.

T 11361 11362

Vsimnéme si, Ze pravdépodobnost toho, Ze hlaska je samohlaskou,
se vyrazné lisi podle toho, zda ji pfedchazi souhlaska (pg = 0,663)
nebo samohlaska (p; = 0,128). Uz tento fakt naznacuje jistou
zavislost. Oznacme si dale

0 =p; —po = 0,128 — 0,663 = —0,535.

Pfipustme, Ze naSe posloupnost 20000 hldsek tvofi prosty feté-
zec, pak je teoreticky koeficient disperze pro § = —0,535 (v sou-
ladu s Markovovou praci Issledovanije zamecatelnogo slucaja za-
1+4 465
1-6 1535
shoduje Gplné s diive ziskanym cislem 0,208, ale priblizuje se mu
podstatné vice, nez ¢islo 1, odpovidajici pripadu nezavislych po-
kusii.

Nyni pfipustme, Ze posloupnost hlasek tvoii ,slozity“ fetézec
a pouZijeme vysledky prace Ob odnom slucaje ispytanij svjaza-
nych v sloZnuju cep. Secteme, kolikrat se v posloupnosti hlasek
objevuje posloupnost ,samohlaska — samohlaska — samohlaska®
a ,souhlaska — souhlaska — souhlaska“. Odtud dostavame:

115
T 1104
905
q0,0 = 3827

visimych ispytanij) roven = (,3; které se sice ne-

p1,1 = 0,104

= U la2
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Abychom mohli aplikovat vysledky uvedené Markovovy prace,
predpokladejme, ze:

p = 0,432

q = 0,568
p1 = 0,128
q1 = 0,872
Do = 0,663
go = 0,337
p11 = 0,104
go,0 = 0,132

a na zakladé téchto hodnot najdeme

6 =p1 —po = —0,535

P11 — P1 —24
= Pl = ~ 0,027
¢ 0 872
qo,0 — Qo — 205
= A = ~ _0.309
1 o 663

Zjisténé hodnoty dosadime do vzorce pro vypocet koeficientu dis-
perze

{a(1=3e)A —n) +p(1 -3n)(Q —¢)—2(1 —)A —m)} (1 —8) +2(1 —€n)
(1=0)(1—e)(1-mn)
_1+6{ l1+e¢ 1+ 147 } (g—p)(n—¢)
S 1-é121-¢) 2(1-m) 20-m) (@QL-e(1-n
a dostaneme hodnotu 0,195, kterd je jiz velmi blizkad nalezené
hodnoté 0,208.

Nemtiizeme tvrdit, ze priklad vyhovuje zcela teoretickym pod-
minkam, na druhou stranu je zfejmé, Ze tato vyrazna shoda teore-
tické hodnoty koeficientu disperze s hodnotou ziskanou z vysledki
méreni neni ndhodna.

V tomtéz roce Markov rozsiril svd pozorovani tykajici se stii-
dani souhlasek a samohlasek v ruské literature na 100000 hlasek
povésti S. T. Aksakova Detskije gody Bagrova-vnuka. Ziskal tyto
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hodnoty: p; = 0,552, pp = 0,365, § = 0,187. Markov byl se svymi
vysledky spokojen a soudil, Ze jeho pozorovani dostateéné dobie
potvrdilo shodu skute¢ného pozorovani hlasek s hypotézou exis-
tence prosté retézové zavislosti.

To, Ze se o problematiku vyuziti matematickych metod v lin-
gvistice zajimal i pozdéji, svédci napiiklad prace Ob odnom prime-
neniju statisticeskogo metoda z roku 1916. Markov zde reaguje na
stat N. A. Morozova Linguvisti¢eskije spektry, ktera vysla v 20. dile
Tzvestij russkogo jazyka i slovesnosti. Prace pojednava o vyuziti
wstatistické metody“ ke studiu jazyka riznych spisovateli. Mo-
rozov zkoumal Utrzky textu po tisici slovech z dél L. N. Tolstého,
A. S. Puskina, N. V. Gogola a I. S. Turgenéva. V techto utrzcich
pocital vyskyt riznych slov a na zdkladé jejich poc¢tu se snazil ur-
Cit charakteristiky jazyka jednotlivych spisovateli. Markov tuto
myslenku povazuje za velmi zajimavou a konstatuje, Ze podobné
prace mohou mit velky vyznam. DilezZité je uvédomit si, ze jako
dikaz ,stability“ zjisténych vysledkl a jejich obecné platnosti je
odkaz na obecny zakon velkych ¢isel ¢i shoda s jinymi vysledky
nedostatecna. Zaroven Markov konstatuje fadu zakladnich chyb.
Neni tu zadny naznak toho, ze vysledky jsou typické pro ruské
spisovatele, a nevztahuji se pouze na téchto nékolik malo atrzki.
Soudty, které provadi Markov sam, jsou ¢asto v rozporu se za-
véry Morozova (napf. Gogoliv jazyk se podle Morozova vyzna-
cuje znacnou prevahou vyskytu pfedlozky ,na“ oproti predlozce
,v*, Markov ale nachazi v prvni tisicovce slov knihy Mrtvée duse
predlozku ,na“ 12krat a ,,v“ dokonce 37krat, coz podle tabulky
odpovida jazyku Puskina). Markov konstatuje, Ze zjisténé vyskyty
slov neopraviuji autora k zavérim o individudlnim stylu autora,
nebot zaména jedné tisicovky slov jinou miize tyto zavéry zcela
prevratit. Jisty stupen opodstatnéni téchto zavéri by byl mozny,
s¢ital-li by autor ne pét tisicovek slov (nékdy i méné), ale sto tisic
slov (pokud by se ovsem neukézala druhd pomérné pravdépodobna
situace, ze vysledky vSech autort se budou blizit jednomu a témuz
Cislu, podléhajice obecnym zakonim jazyka). A kone¢né Markov
kritizuje vyuziti takovych pomocnych prostfedki, jakymi je pie-

vedeni jedné tabulky na druhou pomoci zvlastnich délitelt ( ‘2%’
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516 apod.) ¢i nacrtky, které podstatu dila nezméni.

Jiz v roce 1913 polozil A. A. Markov svou praci Primer sta-
tisticeskogo issledovanija nad tekstom ,FEvgenija Onegina®, illj-
ustrirujusci) svjaz ispytanij v cep a nékterymi pracemi pozdéjSimi
zéklady jazykovédné discipliny, kterou dnes nazyvame matema-
ticka lingvistika a jejiz pocatky klademe do padesatych let 20. sto-
leti. NejspisSe jako prvni disledné aplikoval matematické poznatky
v lingvistice (konkrétné teorii pozdéji oznacenou jako teorie mar-
kovskych fetézct). Za pfinosné miizeme povazovat i to, ze podnitil
zajem matematiki o otdzky jazykovédné (a rovnéz jazykovédci
o problematiku matematickou). Jazyk je totiz tfeba chépat jako
systém, ve kterém se stranka kvalitativni a kvantitativni vzajemné
ovliviuji.
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JAK PRIPRAVIT UCITELE MATEMATIKY

Ve dnech 23. az 25. zari 2010 se v Profesnim domé na Ma-
lostranském namésti v Praze, v jedné z historickych budov Mate-
maticko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy, konala celostatni kon-
ference Jak pripravit ucitele matematiky. Organizovala ji Katedra
didaktiky matematiky MFF UK.8

8 Programovy vybor: Jindfich Be¢vaf, Martina Beévarova, Leo Bodek,

Adolf Karger, Oldfich Odvarko, Jarmila Robova (vSichni KDM), Dag Hruby
(Gymnéazium Jevicko), Frantisek Kopecky (Gymnazium Jana Nerudy, Praha),
Ales Trojanek (Gymnézium Velké Mezifici).
Organizac¢ni vybor: Antonin Slavik, Alena Blazkova, Zdenék Halas, Jana Hro-
madova, Pavla Pavlikova, Alena Sarounovéa (vSichni KDM), Vlasta Chmeli-
kova, Lubos Moravec, Karel Pazourek, Petra Surynkova, Dana Trkovska (dok-
torandi KDM).



