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MATEMATIKA A HUDBA (2)
CO JE ZVUK?

JUDITA PIKNEROVA

.PrenasSec¢em hudebniho sdéleni je zvuk. Zvuk je mechanické vl-
néni (nebo-li chvéni mechanickych soustav) v latkovém prostiedi,
které je schopno vyvolat v lidském sluchovy vjem. Frekvence ta-
kového vInéni se pohybuje v rozmezi mezi 16 a 20000 Hz. Zvuky
o frekvencich mimo toto rozpéti (infra-, ultrazvuky) ¢lovék ne-
vnima. Déji, které jsou spojeny se vznikem zvuku, jeho sirfenim
a vniméanim, se zabyva akustika. V sirsim smyslu lze za zvuk ozna-
covat i vlnéni s frekvencemi mimo tento rozsah. V elektroakustice
se jako zvukovy signal oznacuji i elektrické kmity odpovidajici
kmitim mechanickym. Chceme-li porozumét zvuku spravné, mu-
sime mit o tom kterém latkovém prostiedi néjaké informace. Si-
tuace, kdy se bude zvuk §irit kapalinami nebo pevnymi latkami,
uvazovat nebudeme.

Vzduch je plyn a v plynném prostfedi jsou molekuly vici
sobé vzdalen€jsi nez v latkovém prostiedi kapalném nebo pev-
ném. Rychlosti molekul v navzajem rtizném latkovém prostiedi
jsou nesrovnatelné, protoze latkové prostiedi urcuje mimo vzdéle-
nosti molekul i druh jejich pohybu. Rychlost molekul v daném pro-
stfedi zlstava konstantni a jejich vysoka rychlost soucasné s niz-
kou hmotnosti plisobi to, ze jejich pohyb neni ovliviiovan tihovou
silou a kazda molekula se pohybuje pouze ve svém okoli, jehoz ve-
likost zavisi od vzajemné vzdalenosti molekul. Primeérna rychlost
molekul vzduchu pii pokojové teploté za normalnich podminek je
asi 450-500 metri za sekundu. Vliv gravitace je pozorovatelny jen
pri stupniovani tlaku vzduchu. S nizsi nadmorskou vyskou roste po-
cet molekul, jejichz castéjsi srazky zplsobuji vyssi tlak vzduchu.
Kdyz objekt vibruje, zptisobuje vétsi viny a tim tlak vzduchu sni-
zuje. Zvukové viny se ve vzduchu §ifi podélné (v jiném latkovém
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prostfedi je vinéni kombinaci podélného i pficného). Zvuk pro-
chazi vzduchem rychlosti asi 340 metri za sekundu, coZ znamena
rychlost sifeni lokalni poruchy tlaku vzduchu.

Zvukové viny maji ¢tyfi hlavni atributy, které maji vliv na
zpusob, jakym jsou vnimany. Prvnim z nich je amplituda, coz
znamend velikost vibraci, a je vnimana jako hlasitost. Amplituda
typického kazdodenniho zvuku je velmi pomijena z hlediska fy-
zického posunuti, obvykle se jedna jen maly zlomek milimetr.
Druhym atributem je frekvence kmitani, ktera odpovida vysce
zvuku. TTetim je tvar frekvenéniho spektra, ktery udava barvu
zvuku, a ¢tvrtym atributem je délka trvani zvukového vinéni.

V dalsim budeme oznacovat pismeny f (resp. ¢) frekvenci kmi-
tani (resp. amplitudu). Pak plati, Ze frekvence nejnizsiho ténu je
nejmensi a amplituda je u téhoz tonu nejvétsi, tedy

fi<fa<fz<...
c1>Cp>C3>....

Na obrazku je znazornéno frekvencéni spektrum slozeného ténu
(ténu, jak jej slysime, tj. zdkladniho ténu s pfislusnou fadou ali-
kvott1), které ilustruje tyto vlastnosti.

L

l | 1 I3
fi fo f3 fa fs Hz

Specificka barva ténu kazdého jednotlivého néstroje je pak ur-
Cena rizné intenzivnim zastoupenim jednotlivych tzv. alikvotnich
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ténl v jeho zvuku. Napiiklad nastroje s ostfejsim zvukem (trubka,
pozoun) maji silngjsi liché alikvotni tény, protoze sudé alikvotni
tony davaji zvuku spis teplo a mékkost. Kazdy ton je vlastné zvuk,
kde se k jeho zakladni frekvenci pfidruzuje cela fada velmi ti-
chych alikvotli. Uvedeme napiiklad pocatek rady alikvotnich tént
ténu C:

2 19
C, ¢ g ct el gl bt, 2, d?, e%; fis?, g2 as?, b%, h*, ¢

Kmitocty jednotlivych toni kazdé takové rady jsou dany pomé-
rem celych &isel a vytvareji tzv. harmonickou tadu. Clovék tedy
nevnima zakladni tén s jeho alikvotnimi tény jako souzvuk, pouze
na zakladé prislusného miseni alikvotnich téni rozezna barvu vy-
sledného ténu. Pokazdé, kdyz zni néjaky ton, je to proto, ze rov-
nomérné vibruje hmota nastroje (ozvuéna deska, hlasivky atd).
Vyjimkou mezi néstroji je elektronicky ténovy generator, ktery
vibruje pouze na zakladni frekvenci, tedy na frekvenci ténu, ktery
slySime. U ostatnich nastroji je tedy jejich korpus rozeznivan jesté
v celo¢iselnych nasobcich zdkladni frekvence. Tyto nasobky jsou
frekvencni hodnoty alikvotnich téni. Prvni alikvétni tén mé dvoj-
nasobnou frekvenci nez zakladni tén, druhy trojnasobnou atd.
Alikvotni tény vytvari fadu, ve které jsou intervaly mezi jednot-
livfmi tény stdle mensi a mensi (v hudebnim nazvoslovi se jedna,
o intervaly: oktava, kvinta, kvarta, velkd tercie, mala tercie atd.
az k sekundam a jesté mensim intervaliim) a postupuji teoreticky
do nekonecna. To je disledek faktu, Ze lidské ucho vnimé zvuk
v podstaté logaritmicky.

Kazd4 dalsi oktava ma dvojnasobnou frekvenci. Rekneme-li, ze
dva tony jsou od sebe vzdaleny n oktav, ¢islo které tuto vzdale-
nost vyjadruje, je 2". Frekvence oktav tedy rostou exponencialné
(v mocninéach), kdezto frekvence alikvotnich téni rostou pouze
linedrné (v nasobcich). Aritmetika hudebnich intervalt zahrnuje
velmi prirozenou cestu k teorii logaritmi. Hudebni teoretici intu-
itivné pracovali s logaritmy dlouho pfedtim, nez byl logaritmus
definovan jako abstraktni matematicky pojem. (V sedmnéctém
stoleti uvedl do hudebni teorie logaritmy forméalné Isaac Newton,
poté Leonhard Euler a Jacques Lambert.) Pythagoras definoval
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cely ton jako rozdil mezi intervaly kvintou a kvartou. Velikost ce-
lého tonu vsak neni rozdil %— — %, ale podil % : % = —g—. Teorie
hudebnich intervali je prikladem praktického vyuziti logaritmi
a je snadno vysvétlovana i détem.

Pojmy hlasitost, vyska zvuku, barva a délka nejsou z riznych
divodu presné. Definice frekvence se ztizi diky tomu, Ze se vét-
Sina vibraci neskldda pouze z jediné frekvence. Dale by vSechny
vyse uvedené atributy meély byt definovany ve vztahu k vniméni
zvuku a ne z hlediska zvuku. Tak naptiklad vnimana vyska zvuku
miuze predstavovat frekvenci, ktera ve tvaru viny ve skutecnosti
pritomna neni. Tento jev je soucasti predmétu nazyvaného psy-
choakustika.

Nyni se budeme zabyvat, jaky je vyznam sinovych vin pfi vni-
mani vysky zvuku. Odpovéd dava diferencialni rovnice pro jedno-
duchy harmonicky pohyb, kterou budeme diskutovat dale.

Uvazme predmét o hmotnosti m podrizeny sile F' smérem
k rovnovazné poloze, y = 0, jehoz velikost je imérna vzdalenosti y
od rovnovazné polohy,

F = —ky,

kde k je konstanta. Z Newtonovych pohybovych zédkoni ziskame
rovnici

F=m-a,

kde :
.= 3

dt?

je zrychleni pfedmétu a t predstavuje ¢as. Slou¢enim téchto rovnic
obdrzime diferencialni rovnici druhého fadu
d’y  ky

T

2
Nahradime-li zlomek a—tg vyrazem y”, dostavame

k
yl/+__:l{:O
m
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Resenim této rovnice je funkce

yzAcos( —k—t> +Bsin< ﬁt)
m m

Skutecnost, Ze praveé tato funkce je feSenim dané diferencialni rov-
nice, vysvétluje, pro¢ jsou zakladem harmonické analyzy periodic-
kych vin viny sinové a ne jiné pravidelné oscilujici vinéni. Pred-
stavme si napnutou strunu upevnénou za oba konce. Rozechvéjeme-
li ji, pak kazdy nestacionarni bod lze popsat praveé vyse uvedenou

rovnici
K
y = Acos (,/——t) +Bsin< Et> :
m m

Upevnime-li strunu ve stfedu (resp. v jedné tfetiné€), budou
poloviny (resp. tfetiny) struny kmitat vzdy navzajem v opa¢ném
sméru a podobné bude nestacionarni body urcovat rovnice

y:Acos<2 it>~r—Bsin(2 —k—t>
\/m \/m
| k : k
(resp.y:Acos<3 ——-t>+Bsm<3 —t)).
m m

Obecné bude kazda rozechvéna struna kmitat soucasné vsemi
nasobky pfirozené frekvence s riznymi amplitudami (stupni hla-
sitosti) a rovnice pohybu bodu na struné je

y:Z <Ancos (n,/i—t) + B, sin ('n' %z‘))
n=1

Jak je mozné, ze struna vibruje soucasné s vicero frekvencemi,
vysvétluji Fourierovy fady a rovnice vinéni.

V zavislosti na frekvenci f, maximalni amplitudé c a fazi vinéni
 obdrzime sinus ve tvaru

cosz =sin(27w ft+ ).
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Veli¢ina w = 27 f se nazyva wuhlova rychlost. Pocate¢ni thel ¢
slouzi k urceni priisecikli sinusové vilny s ¢asovou osou. Protoze

. s
COST = sin (m =} 5) ,

je kosinova vlna rovna vlné sinové s odlisnou fazi. Tento tvar si-
nové vilny lze upravit na linearni kombinaci sinti a kosini pomoci
standardnich vzorci, tedy

sin (A 4+ B) = sin A cos B + cos A sin B
cos (A + B) = cos A cos B —sin A sin B

Odtud dostavame
c-(wt+¢)=acoswt+bsinwt,

kde
a = c sin p, b = c cosp.

Z vyse uvedenych rovnosti lze dospét k zapisu pribéhu zvuku
v podobé, ktera se pouziva ve fyzice, tj.

y = c1 sin (27 f1t) + co sin (2w fat) + - -+ + ¢y, sin (27 frt) .

Ve fyzice maji znacny vyznam periodické funkce. Jejich vyjadieni
vsak neni prilis vhodné pro dalsi pouziti. Jedna se nap¥. o ¢asovy
pribéh napéti ve tvaru obdélniku, ktery lze popsat vyse uvedenym
predpisem. Takovy graf z hlediska matematiky ani neni funkci,
nebot v bodech, kde je funkce vytvofena kolmicemi k ose z, ma
nekonec¢né mnoho funkénich hodnot.

Vypocet koeficientl ¢; pro i = 1,2,...,n vychazi z mate-
matické metody, kterou objevil francouzsky matematik a fyzik
Jean-Baptiste Joseph Fourier. Metoda se nazyva Fourierova ana-
lyza. Jeji pomoci lze zapsat libovolnou periodickou funkci pravée
ve tvaru

y = c1 sin (27w f1t) + co sin (2w fot) + ... .
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Jednotlivé koeficienty lze spocitat pomoci integralniho poc¢tu nebo
numericky.

Dale nas bude zajimat, co bude znit, kdyz bude soucasné znit
sinovd i kosinova vina. Budou-li tedy napftiklad dva tény lezici
velmi blizko u sebe znit soucasné, uslySime pulzace. Odpovéd se
nachazi v rovnostech

sin (A + B) =sin A cos B + cos A sin B

cos (A+ B) = cos A cos B —sin A sin B.
Hodnoty sin (A — B) a cos (A — B) lze ziskat z téchto rovnic
dosazenim — B za B, pficemz plati sin(—B) = —sin B, cos(—B) =

= cos B, odkud dostavame

sin(A — B) =sinA cos B — cos A sin B
cos (A — B) = cos A cos B + sin A sin B.

Secteme rovnice pro vypocet sin(A + B) a sin(A — B), tedy
sin(A + B) +sin(A — B) = 2sin A cos B,
coz lze prepsat do tvaru

sin A cos B = - - (sin(A + B) + sin(A — B)).

DN =

Podobné ziskame soucet a rozdil hodnot cos(A + B) a cos(A — B),
tj.

cos(A + B) + cos(A — B) = 2cos A cos B
cos(A — B) — cos(A + B) = 2sin A sin B,

neboli
1
cos A cos B = - (cos(A + B) + cos(A — B))

sin A sin B = % (cos(A — B) — cos(A + B))
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Toto nam umoznuje napsat kazdy soucin sinti a kosint jako soucet
nebo rozdil sint a kosint.

Nas vSak praveé zajima opacny proces, polozme tedy u = A+ B
av=A— B a vyfeSime tyto rovnice pro A a B, t].

A:%-(u+v)
B:—;--(u—v)

Dosazenim do vyse uvedenych rovnic pro vypocet sin(A + B) +
+sin(A — B), cos(A+ B) + cos(A — B) a cos(A — B) — cos(A+ B)
obdrzime

: . . 1
sinu + sinv = 2sin é(u + v) cos —2-(u — )
1
CosUu + Cos v = 2 Cos §(u+ v) cos §(u — v)
1

cosv — cosu = 2sin §(u+ v) sin —2—(u —v)

Znéji-li soucasné dva tony ve vyskach 440 Hz a 436 Hz, pak bez
ohledu na fazi a amplitudu bude zvuk reprezentovan tvarem

sin(8807t) + sin(8727t),
ktery uzitim predchozi rovnosti pro sinu -+ sinv piepiseme na tvar
2 sin(876mt) - cos(4mt).

To znamend, ze vnimame kombinovany zvuk, ktery je zastou-
pen sinovou vinou s frekvenci 438 Hz urcenou jako primér dvou
frekvenci s amplitudou fizenou kosinovou vinou s frekvenci 2 Hz
(tj. polovina rozdilu frekvenci), kterd nabude v ramci cyklu dva-
krat svého maxima, je tedy pocet pulzaci za sekundu roven ¢tyfem.

Pokud by amplitudy byly rizné, pak by pulzace nebyla tak
zietelna.
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