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Sbohem, drahý Karle, sbohem!
Pavel Stříž

Karel Horák se s námi rozloučil 22. srpna 2020 v jeho raných 66 letech.

Setkávání se s panem doktorem

Pravděpodobně každý z vás má v okolí osobu, u které si nevzpomene, kdy
a kde se s ní poprvé setkal, ať už osobně či zprostředkovaně. To je můj případ
u Karla Horáka, mj. spolužáka Jaromíra Antocha. Ať usilovně přemýšlím, nevím,
jestli jsem jeho jméno zahlédl poprvé u některé z tiráží sbírek úloh, nebo jako
jednoho z úspěšných soutěžících či členů komise u matematických olympiád, nebo
jako jednoho z bývalých předsedů Čs. sdružení uživatelů TEXu, či jako jednoho
z účastníků BachoTEXů, EuroTEXů či ConTEXt mítinků.

Řada TEXistů se s jeho prací poprvé setkala prostřednictvím jeho kalendářů.
Zde je jedna ukázka. Je to uděláno na koleně METAPOSTem. Začal s nimi na
přelomu tisíciletí (tipuji od padesátin) a skončil u 17 stran. Lze změnit rok a vše
se přepočítá a překreslí. Napsal o nich příspěvek Geometric Diversions with TEX,
METAFONT and METAPOST do časopisu TUGBoat, Vol. 24, No. 3, 449–452, 2003,
https://www.tug.org/TUGboat/tb24-3/horak.pdf.
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Podobně výrazně se zapsal do sazby šachu, kde vytvořil potřebná makra
pro Jaroslava Poláška, a bylo možné se proklikávat z PostScriptu do zdrojového
souboru, což nyní umí u PDF například TEXworks. Ukázku zmínil v článku
Do šachu s TEXem! ve Zpravodaji Československého sdružení uživatelů TEXu,
Vol. 1, No. 3, 25–26, 1991, https://www.cstug.cz/bulletin/pdf/bul913.pdf.
Přikládám obálku a ukázku sazby z knihy Jurij Balašov, Eduard Prandstetter:
Šachové koncovky, Pražská šachová agentura, 1991, neb Karel vedle plakátů,
diplomů a výsledkových listin tvořil i obálky.

S jistotou mohu říci, že Karel nevynechal jedinou konferenci TEXperience,
kterou jsem organizoval za svého působení ve Zlíně. Při každém setkání se mě
ptal, jestli se neplánuje další ročník. Podobně mě Karel popoháněl, jestli jsem už
nepokročil se sazbou knihy českých erbů měst, o které jsem mu vyprávěl, jak ji
plánuji vysázet a jaká data už mám. Těšil se na ni hodně.

Díky mé zálibě v kresbě a překreslování grafů a obrázků mi Karel nabídl
práci na Matematickém ústavu AV ČR na pozici technického sazeče. Jako jeho
učeň jsem nahlédl víc do PlainTEXu, byť jsem si u úprav šablon spíš rval vlasy.
Karel obdivoval práci Donalda E. Knutha, Petra Olšáka, Zdeňka Wagnera, Karla
Píšky, Jana Kuly, Honzy Šustka, holandských a polských TEXistů. Jeho záběru
u PostScriptu se málokdo vyrovnal. To bylo Karlovo! Jednou mi hrdě prozradil,
že přímo ve velké tiskárně sedl ke stroji a v textovém editoru zasáhl do tiskového
podkladu, aby se mohlo začít vyrábět. Jednalo se o změnu barevného prostoru
v postscriptovém souboru.

A znovu jsem díky Karlovi nahlédl víc do METAPOSTu. Karel byl vždy trochu
smutný, když jsem ho přemlouval k LATEXu či TikZu. Uznal, že pro méně zkušené
uživatele TEXu je to lepší, ale že je potřeba stejně jít do jádra. Co mě však
potěšilo, že z učně jsem se stal mistrem pro učně Karla u Lua(TEXu). Osobně
i e-mailově jsme řešili různé vychytávky a úpravy textů pomocí Lua. Ať už se
jednalo o zásahy do textových či datových souborů.

Jednu ze vzpomínek mám, když jsme Karla ztratili během výletu na konferenci
TEXperience. Karel nikde a přitom všichni ostatní už byli z výletu dávno zpátky.
Zničehonic mi máma podává mobil, že mám hovor. A hle, Karel, že si odbočil na
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prohlídku zříceniny, že je tma, a že neví, jak se dostat zpět na rekreační středisko
Jestřabí na Rusavě.

— Pane Horáku, vidíte někde nějaká světla?
— Vidím.
— Tak jděte za tím světlem, buď je to naše chata či začátek vesnice a z tama

my vás už vyzvedneme autem. Volejte.
— Dobře, já to tedy zkusím.
Mám ještě jednu vzpomínku, se kterou se rád podělím. Karel byl kavalír,

džentlmen a věděl vždy, kdy už stačí. Na mítinku o ConTEXtu na Mlýně Brejlov
u Týnce nad Sázavou jsem Karlovi nabízel ořechovku od táty.

— Mám tu vzorek z roku 2008. Dáte si?
— Ochutnám.
— Mám tu ještě vzorek z roku 2007.
— Neměl bych, ale to ještě ochutnám.
— Nedáte si ještě? Mám tu ještě vzorky z let 2005 a 2006. Táta každý rok

trochu experimentoval.
— Ne, ne, opravdu děkuji, ale mně už stačí. Mám akorát. Ale vyřiďte tatínkovi,

že je výborná, že se mu podařila.
Trochu mě mrzí, že Karel nedorazil ani jednou do Žiliny na konferenci OSSConf,

kde vznikla za víc jak desetiletí zajímavá TEXová sekce s příjemným poslu-
chačstvem. Pro mne to bylo volné pokračování české konference TEXperience.
TEXperience byla pro kolegy ze Slovenska vždy daleko. OSSConf má tu výhodu,
že člověk může nahlédnout do jiných sekcí: vývoje opensource software, OSS ve
vzdělávání, opendatové, openhardwarové, open GISové, ale i do 3D tisku. Říkával,
že se obává, že by lidé nerozuměli jemu a on jim. Byl by příjemně překvapený.

Předposlední e-mail od Karla mi dokázal, že je to bojovník. Podrobně mi
popsal, co a kde mu z těla doktoři vedou, že je upoután na lůžko doma a čeká mezi
chemoterapiemi. Psal, že má prostor díky koronní ráně dokončit své projekty, bez
ohledu na to, jak léčba zhoubného nádoru na slinivce, který zablokoval žlučovod,
dopadne. Psal jsem mu, že držím palce, a můj poslední e-mail byl náhled na
animaci pro Zdeňka Wagnera o matematické gnostice. To by pro METAPOST

byla trochu síla. Přikládám pár vzorků z animace.

Odepsal mi: ”Pavliku, Tys hracicka :-) Zdravim, Karel“. Tak se se mnou
virtuálně rozloučil, to byl od něj poslední e-mail, náhodou vyšel na den mých
narozenin.

Karel mi bude chybět, s ním odchází velký kus TEXového umění. Na rozdíl
od Knutha, který si od komunity drží odstup, Karel vždy poradil a pomáhal.
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Rozloučím se s ním náhledy z jeho tvorby a překreslování, které jsem rozdělil do
několika bloků dle místa jeho působení. Je to střípek z jeho obří práce da Vinciho
záběru. Vždy si rád vzpomenu na pana doktora z poslední TEXperience, jak nás
s křídou v ruce u černé školní tabule, o jejíž instalaci nás poprosil TEXpert Petr
Olšák, léčí ze záludností TEXového světa.

Nakladatelství Prometheus a JČMF

http://prometheus-nakl.cz/ a https://www.jcmf.cz/
Karel sázel nejrůznější knihy, učebnice1 a sbírky úloh. Snažil se vše sázet jen
v PlainTEXu a ve svých makrech. LATEX neměl rád a do ConTEXtu se nestihl
zamilovat. Na obrázky používal METAPOST s řadou udělátek, pomůcek a kon-
verzních skriptů.

Mne konkrétně zaujal odstavec o proběhlé matematické olympiádě v roce 2006
v Rozhledech matematicko-fyzikálních, Vol. 81, No. 2, 44–47. Jedná se o zajímavý
obrázek, kdybychom jej chtěli překreslit, umístěný v pozadí odstavce zprávy.
Zároveň je to náhled na styl Karlova psaní.

SOUTĚŽE

46. mezinárodní matematická olympiáda

Karel Horák, MÚ AV ČR Praha

Mérida, hlavní město mexického státu Yucatán, který se rozkládá na stej-
nojmenném poloostrově, hostila ve dnech 8. až 19. července 2005 účast-
níky každoročního klání nejlepších matematických talentů mezi studenty
středních škol. Sjeli se tam v rekordním počtu 513 soutěžících z 91 zemí
celého světa.
Přípravu a zdárný průběh celé akce zajišťovali organizátoři z řad členů

Mexické matematické společnosti za podpory mexického ministerstva
školství, vlády státu Yucatán, tamních univerzit a desítek sponzorů. Na-
shromážděné finanční prostředky umožnily ubytovat všechny soutěžící,
vedoucí družstev i členy výborů a hodnotících komisí v areálu luxusních
hotelů nedaleko centra yucatánské metropole, založené španělskými do-
byvateli roku 1542 na místě mayského města Tihó. Mexičtí hostitelé
připravili výborné podmínky pro vlastní soutěž i zajímavý doprovodný
program, jehož vrcholem byl celodenní výlet ke zříceninám mayského
města Chichén Itzá. Závěr olympiády mírně narušil příchod hurikánu
Emily, který však nakonec Méridu minul zhruba o 80 km a v samotném
městě se projevil jen silnějším větrem.
Vedoucím českého družstva byl RNDr. Karel Horák, CSc., z Matema-

tického ústavu Akademie věd v Praze. Soutěžní družstvo, které doprová-
zel pedagogický vedoucí doc. RNDr. Jaromír Šimša, CSc., z Přírodově-
decké fakulty Masarykovy univerzity v Brně, bylo jmenováno na základě
výsledků ústředního kola 54. ročníku MO v Benešově a následného tý-
denního soustředění v Bílovci. Tvořili je Jaroslav Hančl z 3. ročníku
Gymnázia Mikuláše Koperníka v Bílovci, Pavel Kocourek ze 4. ročníku
SPŠ ST v Panské ulici v Praze, František Konopecký z 8. ročníku Gym-
názia Holešov, Jaromír Kuben a Jakub Opršal z 3. ročníku Gymnázia na
tř. Kpt. Jaroše v Brně a Marek Pechal ze 7. ročníku Gymnázia v Lesní
čtvrti ve Zlíně.
Soutěžící jako obvykle řešili ve dvou půldnech vždy tři soutěžní úlohy

po dobu 4,5 hodiny; za každou ze šesti úloh mohli získat nejvýše 7 bodů.
Po opravách a koordinacích vyšlo najevo, že letos žádná soutěžní úloha
nebyla extrémně obtížná – 16 soutěžících totiž dosáhlo maxima 42 bodů.
Dostali pochopitelně zlaté medaile spolu s dalšími 26 soutěžícími, kteří

44 Rozhledy matematicko-fyzikální

1Zmiňme zde alespoň svazek 1 Edice Překlady vysokoškolských učebnic: D. Halliday,
R. Resnick, J. Walker – Fyzika. Vysokoškolská učebnice obecné fyziky. ISBN 81-7196-214-7
(Prometheus), 2000 (Typografie a sazba programem TEX RNDr. Karel Horák, CSc.) jako
příklad kvalitní a krásné sazby programem TEX. Poznámka redakce.
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Matematická olympiáda

http://www.matematickaolympiada.cz/

Karel patřil k národním vítězům v letech 1971–1973, později k aktivním orga-
nizátorům a tvůrcům úloh. Zde je několik ukázek obrázků z ročníků 65 až 69.
Pérovky (černobílé obrázky, ty bez barev a šedé) měl nejraději.

5. Dokažte, že existuje nekonečně mnoho celých čísel, která nelze vyjádřit ve tvaru
2a + 3b − 5c, kde a, b, c jsou nezáporná celá čísla. (Ján Mazák, Tomáš Bárta)

Řešení. Dokážeme, že daný výraz při dělení 12 nikdy nedává zbytek 7. Čísla 2a, 3b

a −5c dávají při dělení 12 postupně zbytky z množin {1, 2, 4, 8}, {1, 3, 9}, a {−1,−5}. Pro
každý součet s tří čísel z těchto množin platí 1+1−5 5 s 5 8+9−1, tedy −3 5 s 5 16.
Jediná možná hodnota s dávající zbytek 7 při dělení 12 je tedy s = 7. Pokud ovšem
z třetí množiny vybereme −1, musíme z prvních dvou vybrat čísla se součtem 8, což
zjevně nejde. Podobně dopadneme, když z třetí množiny vybereme −5. Číslo 7 tedy
nikdy nevyjádříme jako součet tří čísel po jednom z každé z těchto tří množin, což
dokazuje, že zkoumaný výraz nemůže být roven číslu tvaru 12k + 7, kde k je celé číslo.
A takových čísel je nekonečně mnoho.

Poznámka. Dá se ověřit, že každý jiný zbytek při dělení 12 zkoumaný výraz nabývat
může. Také platí, že pro každé přirozené n < 12 zkoumaný výraz může nabývat všechny
možné zbytky při dělení číslem n. Naopak nejmenší n > 12, pro něž se nějaký zbytek
znovu nenabývá, je rovno 20, přičemž tehdy jsou nedosažitelné dokonce tři zbytky 11,
13 a 15.

Jiné řešení. Zkoumejme zbytky při dělení 20. Dokážeme, že některý lichý zbytek
nelze získat. Čísla 3b a −5c dávají při dělení 20 zbytky z množin {1, 3, 7, 9} a {−1,−5}.
Součet dvou čísel po jednom z těchto dvou množin nabývá nejvýše 4 · 2 = 8 hodnot,
vesměs sudých. Číslo 2a dává lichý zbytek jen pro a = 0, proto pro celý výraz 2a + 3b − 5c

máme nejvýše 8 možných lichých zbytků, takže při dělení 20 nelze dostat nejméně dva
liché zbytky.

Poznámka. Takové zbytky jsou dokonce tři, a sice 11, 13 a 15. Na druhé straně se
dá ověřit, že všechny sudé zbytky jsou dosažitelné. (Nedosažitelné zbytky pro n 5 30
ukazuje následující schéma.)

2:
3:
4:
5:
6:
7:
8:
9:
10:
11:
12: 7
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20: 11 13 15
21:
22:
23:
24: 7 11 13 15 17 19
25:
26: 13 17 19 21
27:
28:
29:
30: 11 13 19 25

je, jak postupně určit (už jednoznačně daná) obarvení zbylých sedmi hran. V každém
kroku nad šipkou uvádíme hranu, jejíž barvu právě určujeme. Popíšeme první krok:
hrana DH nemůže mít ani barvy 3 a 4 (kvůli hranám DC a DA), ani barvu 2 (kvůli
stěně ADHE), má tedy barvu 1. Takto argumentujeme i v dalších krocích; na poslední
krychli dostáváme obarvení všech jejích hran, které skutečně vyhovuje podmínce úlohy.

Obdobným postupem lze získat (jediné) vyhovující obarvení všech hran krychle i ve
druhém případě, kdy hrana AE má barvu 3 (obr. 2). Podrobný seriál jsme vynechali,
zejména proto, že počáteční krychli z obr. 2 (včetně určených barev) lze převést na
počáteční krychli z obrázku 1, když ji nejprve zobrazíme v souměrnosti podle roviny
ACGE a poté navzájem vyměníme barvy 1 ↔ 4, 2 ↔ 3 (a značení vrcholů B ↔ D,
F ↔ H).

A B

CD

E F

GH

1
2

3
4

3

−→

A B

CD

E F

GH

1
2

3
4

3

2

1
2

3

1

4

4

2

Obr. 2

Ověřili jsme, že každé z 24 možných obarvení hran stěny ABCD lze rozšířit právě
dvěma způsoby na vyhovující obarvení všech 12 hran krychle. Proto je jejich celkový
počet roven 2 · 24 = 48.

Jiné řešení. Opět budeme opakovaně využívat postřeh z úvodu prvního řešení,
tentokrát však v odlišném postupu založeném na poznatku, že žádné dvě rovnoběžné
hrany krychle nemohou mít stejnou barvu. Stačí to dokázat jen pro dvě rovnoběžné
hrany, které neleží v téže stěně krychle, bez újmy na obecnosti například pro hrany AB
a GH. Kdyby naopak měly stejnou barvu, nemohla by ji mít už žádná z hran BC, BF ,
GC, GF , neboli by ji neměla žádná z hran stěny BCGF , a to je spor.

Označíme-li barvy hran AB, BC, CD, DA opět po řadě čísly 1, 2, 3, 4, pak podle
dokázaného poznatku mají v horní stěně EFGH barvu 1 a 3 hrany FG a EH —
nevíme ovšem v jakém pořadí; obě možnosti jsou vykresleny na obr. 3. V jakém pořadí
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Obr. 3

jsou barvy 2 a 4 zbylých hran EF a GH horní stěny? Na levé krychli podle barev
AB, AD a EH vidíme, že AE má barvu 2, takže v horní podstavě má EF barvu 4
a GH barvu 2. Podobně na pravé krychli má BF barvu 4, takže EF má barvu 2 a GH
barvu 4. Jednoznačné obarvení zbylých „svislýchÿ hran obou krychlí je už nasnadě; pro
levou krychli obdržíme výsledné obarvení z obr. 1, pro pravou krychli obarvení z obr. 2.

4. Určete, kolika způsoby lze útvar

vydláždit dominovými kostkami. (Josef Tkadlec)

Řešení. Pole daného útvaru obarvíme šachovnicově a útvar rozdělíme na tři
shodné útvary U1, U2, U3, jak je naznačeno na obr. 3.

U1

U2

U3

Obr. 3

Nyní si všimneme, že útvar U1 sestává ze stej-
ného počtu černých a bílých polí a navíc sousedí pouze
s poli jedné barvy. Přitom libovolná dominová kost-
ka, jež by mohla z vnějšku přesáhnout do U1, pokrývá
jedno z bílých polí diagonály U2 sousedící s U1, kde
tedy může zakrýt jedině jedno ze sousedních černých
polí útvaru U1. Každý takový přesah by tudíž narušil
zjištěnou rovnováhu černých a bílých polí útvaru U1
v neprospěch (volných) černých polí, proto útvar U1
je vydlážděn beze zbytku a bez přesahu. Analogickou
úvahu lze učinit pro útvar U3, a tím pádem i útvar U2
je nutně vydlážděn beze zbytku. Označíme-li k počet
možností, jak vydláždit dominovými kostkami útvar U1, je hledaný počet způsobů ro-
ven k3.

Hodnotu k určíme tak, že pomocí matematické indukce vyřešíme obecnější úlo-
hu. Budeme dokazovat, že útvar Ln vzniklý „přilepenímÿ n kusů tvaru obráceného L
k obdélníčku 1× 2 (obr. 4) lze vydláždit právě 2n+ 1 způsoby.

L1 L2 L3 L4

Obr. 4

Útvar L1 lze skutečně vydláždit třemi způsoby. K provedení indukčního kroku od m
k m + 1 uvažme útvar Lm+1 a rozlišme dva případy. Je-li pravé horní obrácené L vy-
dlážděno beze zbytku, zbývá vydláždit útvar Lm, což lze 2m + 1 způsoby. V opačném
případě je spodní pole x zmíněného L pokryto vodorovnou kostkou, což postupně vynutí
položení dalších vodorovných kostek (jako na obr. 5 vlevo) a následně i svislých kostek

Možné řešení. Kdyby se počáteční počty černých i bílých ovcí zvětšily třikrát, bylo by
nyní bílých ovcí o 24 více než černých (neboť 3 · 8 = 24). Počet bílých ovcí se však zvětšil
nikoli třikrát, ale čtyřikrát a bílých ovcí je nyní o 42 více než černých. Rozdíl 42− 24 = 18
odpovídá rozdílu čtyřnásobku a trojnásobku původního počtu bílých ovcí, což je právě
onen původní počet. Na začátku tedy bylo 18 bílých a 18− 8 = 10 černých ovcí.

V současnosti pan Beran chová 4 · 18 = 72 bílých ovcí a 3 · 10 = 30 černých ovcí, což
je dohromady 72 + 30 = 102 ovcí.

Poznámka. Předchozí úvahy je možné graficky znázornit takto:

bílé

černé 8

Dříve

bílé

černé

Nyní

3 · 8 18

42

Z5–I–5
Čtvercová síť se skládá ze čtverců se stranou délky 1 cm. Narýsujte do ní alespoň tři

různé obrazce takové, aby každý měl obsah 6 cm2 a obvod 12 cm a aby jejich strany splývaly
s přímkami sítě. (E. Semerádová)

Nápověda. Načrtněte si nějaký útvar s obsahem 6 cm2 a upravujte jej tak, aby byly
splněny ostatní podmínky.

Možné řešení. Jednoduchým útvarem s obsahem 6 cm2 je např. obdélník se stranami
délek 2 cm a 3 cm. Ten má však obvod pouze 10 cm; potřebujeme přesunout část jeho
plochy tak, aby se obvod o 2 cm zvětšil. To si lze v rámci zadané čtvercové sítě představit
tak, že zkoušíme přesouvat jednotlivé čtverce obsažené v obdélníku na jiná místa. Několik
možných řešení je na obrázku:

Poznámka. Zvídavější řešitel se může zamyslet nad dalšími, příp. všemi možnými řešení-
mi. K tomu si stačí povšimnout, že při přesouvání dílčích čtverců myšleného obdélníku se
obvod zvětší buď o 2 cm, nebo o 4 cm, a to podle toho, zda je tento čtverec rohový, nebo ne.
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65. ročník Matematické olympiády

I. kolo kategorie Z7
Z7–I–1

Myška Hryzka našla 27 stejných krychliček sýra. Nejdříve si z nich poskládala velkou
krychli a chvíli počkala, než se sýrové krychličky k sobě přilepily. Potom z každé stěny velké
krychle vyhryzla střední krychličku. Poté snědla i krychličku, která byla ve středu velké
krychle. Zbytek sýra chce Hryzka spravedlivě rozdělit svým čtyřem mláďatům, a proto ho
chce rozřezat na čtyři kusy stejného tvaru i velikosti. Řezat bude jen podél stěn krychliček
a nic k sobě už lepit nebude.

Jaký tvar mohou mít kusy sýra pro mláďata? Najděte alespoň dvě možnosti.
(V. Hucíková)

Nápověda. Určete, kolik sýra dostane každé z mláďat.

Možné řešení. Původní krychle byla složena z 27 krychliček. Hryzka vykousla po jedné
krychličce z každé stěny a jednu prostřední, prohryzaná krychle tedy obsahovala 27− 6−
− 1 = 20 krychliček. Každé ze čtyř mláďat tedy dostane 20 : 4 = 5 krychliček sýra.

Nyní je potřeba představovat si různé útvary složené z 5 krychliček tak, aby ze čtyř
takových útvarů bylo možné složit prohryzanou krychli. Zde jsou všechna řešení:

Z7–I–2
Vlčkovi mají 4 děti. Ondra je o 3 roky starší než Matěj a Kuba o 5 let starší než

nejmladší Jana. Víme, že je jim dohromady 30 let a před 3 lety jim bylo dohromady 19 let.
Určete, jak jsou děti staré. (M. Volfová)

Nápověda. Zaměřte na součet věků sourozenců před třemi lety.

Možné řešení. Označíme aktuální stáří dětí v letech počátečními písmeny jejich jmen
a takto postupně vyjádříme všechny vztahy ze zadání:

o = m+ 3, k = j + 5, o+m+ k + j = 30,

odkud po dosazení dostáváme

(m+ 3) +m+ (j + 5) + j = 2m+ 2j + 8 = 30,

2m+ 2j = 22,

m+ j = 11.
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65. ročník Matematické olympiády

I. kolo kategorie Z8
Z8–I–1

Míša měl na poličce malé klávesy, které vidíte na obrázku. Na bílých klávesách byly
vyznačeny jejich tóny.

C D E F G A H

Klávesy našla malá Klára. Když je brala z poličky, vypadly jí z ruky a všechny bílé
klávesy se z nich vysypaly. Aby se bratr nezlobil, začala je Klára skládat zpět. Všimla si
přitom, že se daly vložit jen na některá místa, neboť jim překážely černé klávesy umístěné
přesně doprostřed mezi dvě bílé.

Kláře se podařilo klávesy nějak složit, avšak tóny na nich byly pomíchané, protože
ještě neznala hudební stupnici. Zjistěte, kolika způsoby mohla Klára klávesy poskládat.

(E. Novotná)

Nápověda. Které klávesy mohla Klára zaměnit a které nikoli?

Možné řešení. Rozsypané, tzn. bílé klávesy jsou trojího typu:

1. klávesy C a F, které mají černou klávesu zprava,
2. klávesy E a H, které mají černou klávesu zleva,
3. klávesy D, G a A, které mají černé klávesy z obou stran.

Je zřejmé, že Klára mohla poplést vždy jen klávesy stejného typu. Klávesy prvního
typu mohla poskládat dvojím způsobem:

C ∗ ∗ F ∗ ∗ ∗, F ∗ ∗ C ∗ ∗ ∗.

Klávesy druhého typu mohla poskládat také dvojím způsobem:

∗ ∗ E ∗ ∗ ∗ H, ∗ ∗ H ∗ ∗ ∗ E.

Klávesy třetího typu mohla poskládat šesti způsoby:

∗ D ∗ ∗ G A ∗, ∗ D ∗ ∗ A G ∗,
∗ G ∗ ∗ A D ∗, ∗ G ∗ ∗ D A ∗,
∗ A ∗ ∗ D G ∗, ∗ A ∗ ∗ G D ∗.

Uvedené tři skupiny možných skládání jsou na sobě zcela nezávislé. Proto je celkový počet
možností, jak mohla Klára klávesy poskládat, roven 2 · 2 · 6 = 24.
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Nápověda. Kolikátý článek odzadu má jako první obě nohy oblečené?

Možné řešení. Naznačme několik posledních článků mnohonožky Mirky (zleva doprava),
horní řádek představuje levé nohy, spodní řádek pravé. Oblečené nohy vyznačujeme černě,
bosé nohy bíle, a to tak dlouho, dokud nejsou na jednom článku obě nohy oblečené — poté
se vzor opakuje:

. . .

Kdyby měla mnohonožka 15 článků, byly by na 8 článcích obě nohy bosé. Pokračujeme
dále, dokud nedostaneme 14 článků s oběma nohami bosými:

Pokračujeme dále, pokud je počet článků s oběma nohama bosými stejný:

Mnohonožka Mirka měla buď 26, nebo 27 článků, tedy buď 52, nebo 54 nohou.

Z6–I–4
Čtyři rodiny byly na společném výletě. V první rodině byli tři sourozenci, a to Alice,

Bětka a Cyril. V druhé rodině byli čtyři sourozenci, a to David, Erika, Filip a Gábina.
V třetí rodině byli dva sourozenci, a to Hugo a Iveta. Ve čtvrté rodině byli tři sourozenci,
a to Jan, Karel a Libor. Cestou se děti rozdělily do skupin tak, že v každé skupině byly
všechny děti se stejným počtem bratrů a nikdo jiný.

Jak se mohly děti rozdělit? Určete všechny možnosti. (V. Hucíková)

Nápověda. Spočítejte bratry každého dítěte.

Možné řešení. V každé skupině jsou jenom děti se stejným počtem bratrů a počet bratrů
každého dítěte je ze zadání známý. Proto se děti mohly rozdělit jediným možným způsobem.
Stačí postupně určit počty bratrů každého dítěte a utvořit odpovídající skupiny.

• Alice a Bětka mají jednoho bratra, Cyril žádného.
• Erika a Gábina mají dva bratry, David a Filip jednoho.
• Iveta má jednoho bratra, Hugo žádného.
• Jan, Karel a Libor mají dva bratry.

Děti se tedy rozdělily do tří skupin:

• Erika, Gábina, Jan, Karel, Libor.
• Alice, Bětka, David, Filip, Iveta.
• Cyril, Hugo.
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Nápověda. Kam mohl Tomáš umístit závorky?

Možné řešení. Tomáš měl 4 kartičky s čísly a 5 kartiček se symboly. V jím sestavených
úlohách se tyto dva typy kartiček střídaly, proto každá začínala a končila symbolem:

S Č S Č S Č S Č S

Před levou závorkou a za pravou závorkou by měl být symbol s nějakou matematickou
operací. Aby současně byla splněna předchozí podmínka a aby kartičky tvořily smysluplné
úlohy, musel Tomáš umístit závorky na kraje takto:

( Č S Č S Č S Č )

Násobení a přičítání výsledek zvětšuje, přičemž větší vliv má násobení, odčítání výsle-
dek zmenšuje. Největší možný výsledek mohl Tomáš získat násobením největších možných
čísel, odečtením nejmenšího možného čísla a přičtením zbylého čísla, tedy např. takto:

( 20 × 20 − 18 + 19 ),

což je rovno 401.

Poznámka. V uvedeném řešení jsme neuvažovali zkrácený zápis násobení závorky číslem.
S tímto nápadem by největší výsledek bylo možné získat takto:

+ 19 ( 20 × 20 − 18 ),

což je rovno 7 258. I takové řešení hodnoťte jako správné.

Z5–I–6
Na obrázku je herní plánek a cesta, kterou Jindra zamýšlel projít z pravého dolního

rohu do levého horního. Poté zjistil, že má plánek chybně pootočený, tedy že by nezačínal
v pravém dolním rohu. Tvar zamýšlené cesty už ale nemohl změnit a musel ji projít při
správném natočení plánku.

Pro každé ze tří možných natočení překreslete uvedenou cestu a určete, kolika šedými
poli tato cesta prochází. (E. Semerádová)

4

Nově vzniklé části jsou — stejně jako původní útvar — souměrné podle středu ohra-
ničujícího čtverce. Předchozí rozdělení je možné postupně modifikovat tak, aby středově
souměrné čtverečky patřily do různých částí. Přidáváním, resp. odebíráním čtverečků v prv-
ním sloupci dostáváme následující možná rozdělení:

Poznámka. Jakákoli další modifikace vede buď k rozdělení shodnému s některým z před-
chozích, nebo k rozdělení, které sestává z více nesouvislých částí. Uvedená čtyři řešení tedy
představují všechny různé způsoby rozdělení.

Z6–I–3
Na obrázku jsou naznačeny dvě řady šestiúhelníkových polí, které doprava pokračují

bez omezení. Do každého pole doplňte jedno kladné celé číslo tak, aby součin čísel v libo-
volných třech navzájem sousedících polích byl 2018.

Určete číslo, které bude v 2019. políčku v horní řadě. (L. Růžičková)

1 2

Nápověda. Která čísla můžete doplňovat?

Možné řešení. Prvočíselný rozklad čísla 2018 je 2 ·1009. Číslo 2018 je tedy možné zapsat
jako součin tří kladných čísel pouze dvěma způsoby (až na záměnu pořadí činitelů):

1 · 1 · 2018, 1 · 2 · 1009.

Do prázdných polí je tedy možno doplnit pouze některá z čísel 1, 2, 1009 a 2018. Kvůli
snadnějšímu vyjadřování si neznámá čísla v prázdných polích označíme:

1

A

B

C

2

D

E

F

G

Aby platilo 1 ·A ·B = A ·B ·C, musí být C = 1. Aby platilo A ·B ·C = B ·C · 2, musí
být A = 2. Aby platilo B · C · 2 = C · 2 ·D, musí být D = B. Takto postupně zjišťujeme

1 = C = E, A = 2 = F, B = D = G atd.
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Naopak, pokud n značí počet oříšků na hromádce před tím, než některý chlapec začal
odebírat, potom si vzal n

2+1 oříšků a po něm zbylo n−
(
n
2 + 1

)
= n
2−1 oříšků. Opakováním

tohoto kroku dostáváme posloupnost zbytků

n,
n

2
− 1,

n

4
− 3

2
,

n

8
− 7

4
,

n

16
− 15

8
,

n

32
− 31

16
, . . .

Kdyby n byl původní počet oříšků, potom zbytek po Edovi by byl n
32 −

31
16 . Tento výraz je

roven nule, právě když n = 62.

Z7–I–4

Bětka si hrála s ozubenými koly, která skládala tak, jak je naznačeno na obrázku. Když
pak zatočila jedním kolem, točila se všechna ostatní. Nakonec byla spokojena se soukolím,
kde první kolo mělo 32 a druhé 24 zubů. Když se třetí kolo otočilo přesně osmkrát, druhé
kolo udělalo pět otáček a část šesté a první kolo udělalo čtyři otáčky a část páté.

Zjistěte, kolik zubů mělo třetí kolo. (E. Novotná)

Nápověda. Kolikrát zuby prvního kola zapadnou mezi zuby druhého kola, jestliže se první
kolo otočí čtyřikrát?

Možné řešení. Na všech kolech je počet zubů použitých při otáčení stejný (každý zub
počítáme tolikrát, kolikrát byl v kontaktu s jiným zubem na jiném kole). Podle zadání
umíme o tomto počtu říct následující.

První kolo mělo 32 zubů a udělalo čtyři otáčky a část páté, tedy bylo použito víc než
32 · 4 = 128 a méně než 32 · 5 = 160 zubů. Druhé kolo mělo 24 zubů a udělalo pět otáček
a část šesté, tedy bylo použito víc než 24 ·5 = 120 a méně než 24 ·6 = 144 zubů. Třetí kolo
se otočilo přesně osmkrát, tedy počet použitých zubů je dělitelný osmi.

Dohromady, počet použitých zubů je číslo, které je násobkem osmi, je větší než 128
a menší než 144. Takové číslo je jediné, totiž 136. Třetí kolo mělo 136 : 8 = 17 zubů.
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Dohromady, trojúhelník KLM zaujímá

1− 1
6
− 1

3
− 2

9
=

5
18

obsahu trojúhelníku ABC.

Poznámka. Všimněte si, že uvedené řešení je platné pro obecný trojúhelník ABC.
S předpokladem rovnostrannosti jsou strany a výšky jednotlivých trojúhelníků nazna-

čeny na následujícím obrázku (a značí stranu a v výšku trojúhelníku ABC).

K

L

M

A B

C

a/2 a/2

a/3

a/3

a/3

a/3

a/3

a/3

v/3
2v/3

v/3

S tímto značením je SABC = 1
2av a SKLM = 5

36av, tedy SKLM = 5
18SABC .

Z9–I–3
V našem městě jsou tři kina, kterým se říká podle světových stran. O jejich otevíracích

dobách je známo, že:

1. každý den má otevřeno alespoň jedno kino,
2. pokud má otevřeno jižní kino, potom nemá otevřeno severní kino,
3. nikdy nemá otevřeno současně severní a východní kino,
4. pokud má otevřeno východní kino, potom má také otevřeno jižní nebo severní kino.

Vydali jsme se do jižního kina a zjistili jsme, že je zavřené. Které ze zbývajících kin
má jistě otevřeno? (M. Dillingerová)

Nápověda. Uvažte všechny možnosti otevřenosti, resp. zavřenosti kin bez omezujících
podmínek.

Možné řešení. Zajímáme se o situaci, kdy má jižní kino zavřeno. Bez dalších informací
o otevíracích dobách by mohly nastat následující čtyři případy, které postupně porovnáme
s podmínkami ze zadání:

a) Pokud by severní i východní kino mělo otevřeno, potom bychom byli v rozporu s třetí
podmínkou. Tato situace nenastane.

b) Pokud by severní kino mělo otevřeno a východní zavřeno, potom nejsme v rozporu
s žádnou z podmínek. Tato situace je možná.
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Kvádr o rozměrech 20 cm × 30 cm × 40 cm je položen tak, že hrana délky 20 cm leží
na stole a hrana délky 40 cm svírá se stolem úhel 30◦. Kvádr je částečně naplněn vodou,
která smáčí horní stěnu o rozměrech 20 cm× 40 cm z jedné čtvrtiny.

Určete objem vody v kvádru. (M. Krejčová)

20 c
m

30
◦

Možné řešení. Objem vody v kvádru lze určit jako rozdíl objemu kvádru a objemu jeho
prázdné části. Objem kvádru je 2 ·3 ·4 dm3, tj. 24 litrů. Prázdná část kvádru tvoří trojboký
hranol, jehož podstavou je pravoúhlý trojúhelník a jehož výška měří 2 dm. Stačí určit obsah
pravoúhlého trojúhelníku ABH:

AB

H

D

Horní stěnu kvádru smáčí voda z jedné čtvrtiny. To znamená, že hrana DH délky 4 dm
je rozdělena vodní hladinou v bodě A vzdáleném 1dm od bodu D neboli 3 dm od bodu H.
Vodní hladina je rovnoběžná s rovinou stolu a protilehlé hrany kvádru jsou navzájem
rovnoběžné, proto má úhel BAH velikost 30◦. Pravý úhel je u vrcholu H, na zbylý úhel
u vrcholu B tak zbývá 60◦.

Trojúhelník ABH můžeme chápat jako polovinu rovnostranného trojúhelníku rozděle-
ného výškou AH. Délka strany BH je proto poloviční vzhledem k délce AB. Pokud velikost
strany BH v dm označíme x, potom podle Pythagorovy věty v trojúhelníku ABH platí

32 + x2 = (2x)2.
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Vždy se pečlivě snažil průniky křivek a důležité body zvýraznit prázdným
kroužkem, to byl jeho podpis. Značka kvality.

2. Je dán pravoúhelník ABCD, kde |AB| = a = b = |BC|. Na přímce BD sestrojte
body P a Q tak, aby platilo |AP | = |PQ| = |QC|. Proveďte diskusi o počtu řešení
vzhledem k délkám a, b. (Jaroslav Švrček)

Řešení. Všimněme si nejdříve, že se ani zadání úlohy bez podmínky a = b, ani množina
dvojic bodů (P,Q), které jsou jejími řešeními, nezmění, pokud navzájem vyměníme
označení vrcholů B a D. Podmínku a = b proto uplatníme až k jednoduššímu zápisu
závěrečné diskuse o počtu řešení.

Označme A′ a C ′ kolmé průměty bodů A a C na přímku BD. Zřejmě oba průměty
padnou dovnitř úsečky BD a platí |AA′| = |CC ′|. Předpokládejme, že body P a Q mají
požadované vlastnosti. Jelikož |AP | = |CQ|, je P = A′, právě když Q = C ′. Nastane-li
tato situace, budou body P , Q (coby body A′, C ′) souměrně sdružené podle středu S
úsečky BD. Totéž bude o bodech P , Q platit i v případě, kdy A′ = C ′ (= S) — tehdy
jsou pravoúhlé trojúhelníky APS, CQS shodné podle věty Ssu, takže |PS| = |QS|,
pričemž nemůže být P = Q.

Tyto „symetrickéÿ případy P = A′, Q = C ′, A′ = C ′ tedy z dalšího rozboru
vyloučíme. Právě tak vyloučíme i možnost, že by bod Q ležel na úsečce A′P , protože
by pak podle obr. 1 platilo |AP | > |A′P | = |PQ|, což odporuje požadavkům úlohy.
A symetricky ani bod P nemůže ležet na úsečce QC ′. V rozboru opakovaně využijeme
rovnost |A′P | = |C ′Q|, která plyne z trojúhelníků A′PA a C ′QC, jež se shodují podle
věty Ssu.

A

A′QP

Obr. 1

Za předpokladů P 6= A′, Q 6= C ′, A′ 6= C ′, Q /∈ A′P a P /∈ C ′Q rozlišíme možné
polohy bodů P , Q na přímce A′C ′ následovně:

1. P leží na polopřímce opačné k polopřímce A′C ′:
a) Q leží na úsečce A′C ′ (obr. 2). Potom z |A′P | = |C ′Q| máme |PQ| = |A′C ′|,

takže |AP | = |A′C ′|.
b) Q leží na polopřímce opačné k polopřímce C ′P (obr. 3). Tehdy z |A′P | = |C ′Q|

máme, že body P , Q jsou souměrně sdružené podle středu S úsečky A′C ′ neboli
středu úhlopříčky BD.

A

C

A′

C ′P Q

Obr. 2

A

C

A′

C ′P Q
S

Obr. 3

2. P leží na úsečce A′C ′:
a) Q leží na úsečce C ′P (obr. 4). Tehdy podobně jako v případě 1b máme, že

body P , Q jsou souměrně sdružené podle středu S úhlopříčky BD.
b) Q leží na polopřímce opačné k polopřímce C ′P (obr. 5). Tehdy podobně jako

v případě 1a máme |AP | = |A′C ′|.
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úsečky BD. Totéž bude o bodech P , Q platit i v případě, kdy A′ = C ′ (= S) — tehdy
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Tyto „symetrickéÿ případy P = A′, Q = C ′, A′ = C ′ tedy z dalšího rozboru
vyloučíme. Právě tak vyloučíme i možnost, že by bod Q ležel na úsečce A′P , protože
by pak podle obr. 1 platilo |AP | > |A′P | = |PQ|, což odporuje požadavkům úlohy.
A symetricky ani bod P nemůže ležet na úsečce QC ′. V rozboru opakovaně využijeme
rovnost |A′P | = |C ′Q|, která plyne z trojúhelníků A′PA a C ′QC, jež se shodují podle
věty Ssu.
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Za předpokladů P 6= A′, Q 6= C ′, A′ 6= C ′, Q /∈ A′P a P /∈ C ′Q rozlišíme možné
polohy bodů P , Q na přímce A′C ′ následovně:

1. P leží na polopřímce opačné k polopřímce A′C ′:
a) Q leží na úsečce A′C ′ (obr. 2). Potom z |A′P | = |C ′Q| máme |PQ| = |A′C ′|,

takže |AP | = |A′C ′|.
b) Q leží na polopřímce opačné k polopřímce C ′P (obr. 3). Tehdy z |A′P | = |C ′Q|

máme, že body P , Q jsou souměrně sdružené podle středu S úsečky A′C ′ neboli
středu úhlopříčky BD.
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2. P leží na úsečce A′C ′:
a) Q leží na úsečce C ′P (obr. 4). Tehdy podobně jako v případě 1b máme, že

body P , Q jsou souměrně sdružené podle středu S úhlopříčky BD.
b) Q leží na polopřímce opačné k polopřímce C ′P (obr. 5). Tehdy podobně jako

v případě 1a máme |AP | = |A′C ′|.

b) Strana AB je ramenem rovnoramenného trojúhelníku ABC. V tomto případě může
být hlavním vrcholem trojúhelníku ABC buď bod A, nebo bod B. Pokud by hlavním vr-
cholem byl bod A, potom by strana AC byla ramenem a bod C by byl od bodu A stejně
vzdálen jako bod B. Bod C by tudíž ležel na kružnici se středem v bodě A procházející bo-
dem B. Tato kružnice protíná zadanou kružnici v jednom dalším bodě, který označíme C3.

Obdobně, pokud by hlavním vrcholem byl bod B, potom by zbylý vrchol trojúhelníku
ležel na kružnici se středem v bodě B procházející bodem A. Odpovídající průsečík se
zadanou kružnicí označíme C4.

Na zadané kružnici leží čtyři body C1, C2, C3, C4 vyhovující podmínkám ze zadání.
Konstrukce všech bodů vyplývá z předchozího popisu: body C3 a C4 jsou průsečíky dané
kružnice se dvěma pomocnými kružnicemi; osa úsečky AB, a tedy body C1 a C2, je určena
společnými body těchto dvou pomocných kružnic.

A B

S

C1

C2

C3 C4

Poznámka. Z pravoúhelnosti trojúhelníku ABS plyne, že body A, B, C3, C4 tvoří vrcholy
čtverce. Odtud lze vyvodit alternativní konstrukce příslušných bodů.

16

Užití barev se neštítil. Zde je několik dalších obrázků v barvě z týchž ročníků.

pořadí vrcholů) zřejmě nejsou shodné, takže v tom případě máme dvě řešení. Pokud
r = % + v, pak se kružnice k a l dotýkají, tudíž existuje právě jedna vnitřní společná
tečna obou kružnic, jíž odpovídá jediný vyhovující trojúhelník ABC. Konečně pokud
r < %+ v, pak společné vnitřní tečny neexistují, a tak úloha nemá řešení. Hodnota r je

přitom z pravoúhlého trojúhelníku AQIa rovna
√
|QIa|2 + |AQ|2 =

»
%2 + 1

4o
2, takže

dostáváme stejný výsledek diskuse jako v předešlém řešení.

A

Ia

Q

R

k

l

B1
C1

B2

C2

Obr. 7

Jiné řešení. Stručně ukážeme ještě jiný způsob, jak dokončit předešlé řešení.
Označme T průsečík AIa a BC a dále D patu výšky z vrcholu A. Trojúhelníky TAD,
TIaP jsou podobné (podle věty uu, neboť jsou pravoúhlé a sdílejí vrcholový úhel, obr. 8).
Platí tedy |IaT | : |TA| = |IaP | : |AD| = % : v. Po sestrojení čtyřúhelníku AQIaR proto

A

Ia

Q

R

k

B CP

v

D
T

%

Obr. 8
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4. Netradiční figurka, kterou nazveme „nemocná dámaÿ, ohrožuje libovolné pole řádku
i sloupce, na nichž stojí, zatímco na diagonále ohrožuje pouze pole sousední. Kolik
nejméně „nemocných damÿ potřebujeme rozmístit na šachovnici 8 × 8 tak, aby
ohrožovaly všechna neobsazená pole?

Xq

Xq

(Tomáš Bárta, Josef Tkadlec)

Řešení. Pole ohrožené nemocnou dámou (jiné dámy dále ani neuvažujeme) na-
zvěme přímo ohrožené, pokud leží ve sloupci nebo v řadě, kde dáma stojí; ohrožená
pole, která nejsou ohrožená přímo, nazvěme nepřímo ohrožená. Každá dáma tak ohro-
žuje 15 polí přímo (včetně pole, na němž stojí) a nejvýše 4 pole nepřímo.

Nejprve ukážeme, že při libovolném rozmístění nejvýše čtyř dam na šachovnici
není aspoň jedno pole ohroženo žádnou dámou, jinými slovy, že čtyři dámy neohrožují
celou šachovnici. Odtud již zřejmě plyne, že ani menší počet dam neohrozí všechna pole
šachovnice.

Připusťme, že požadované rozmístění čtyř dam existuje. Jistě najdeme 4 řádky
a 4 sloupce šachovnice, v nichž žádná ze čtyř těchto dam nestojí. Tyto řádky a sloupce
se protínají v 16 polích, která musejí být všechna ohrožena nepřímo. Protože každá dáma
ohrožuje nepřímo nejvýše 4 pole, musí každá ze čtyř daných dam nepřímo ohrožovat
právě 4 pole. Navíc žádné dvě z nich nestojí v témže řádku či sloupci, protože jinak by
počet polí, která jsou našimi čtyřmi dámami ohrožena nepřímo, musel být dokonce větší
než 16 (existoval by totiž ještě pátý řádek či sloupec, na němž žádná dáma nestojí).

Žádná dáma, která nepřímo ohrožuje 4 pole, nemůže zřejmě stát ani v krajním
řádku, ani v krajním sloupci šachovnice. Čtyři rohová pole celé šachovnice jsou tak
v naší situaci ohrožena nepřímo, každé jinou ze čtyř dam, které nutně stojí na polích
diagonálně sousedících s poli rohovými. Stojí tak po dvou ve stejných řádcích (i po
dvou ve stejných sloupcích), což odporuje závěru prvního odstavce. Tím jsme dokázali,
že k ohrožení všech polí šachovnice nejvýše čtyři dámy nestačí.

Jak vidíme z následujících obrázků, 5 dam můžeme umístit na šachovnici 8×8 tak,
aby každé pole šachovnice bylo ohroženo aspoň jednou dámou.

Hledaný nejmenší potřebný počet (nemocných) dam je pět.

Q

Q

Q

Q

Q
Q

Q

Q

Q

Q

Obr. 2

Jiné řešení. Ve dvou osových souměrnostech určených osami úhlů ABC a ACB
přejde úsečka DE jednak v úsek AD′ odvěsny AB, jednak v úsek AE′ odvěsny AC
(obr. 4). Protože rovnoramenný trojúhelník FDE má při základně DE shodné úhly 45◦

A

B CD E

D′

E′
F

Obr. 4

rovné polovině pravého úhlu D′AE′, obrazy tohoto trojúhelníku v obou zmíněných
souměrnostech vytvoří dvě poloviny rovnoramenného pravoúhlého trojúhelníku AD′E′

se společnou odvěsnou AS, kde S je střed jeho přepony D′E′. Bod S je tak zároveň
obrazem bodu F v obou souměrnostech, takže musí platit F = S, jinak by úsečka FS
musela být kolmá k oběma dotyčným osám, což není možné. Bod F coby samodružný
bod obou osových souměrností je tudíž průsečíkem obou těchto os, jak jsme chtěli ukázat.

Jiné řešení. Jiným způsobem ukážeme, že bod F ze zadání úlohy je zároveň
středem I kružnice vepsané trojúhelníku ABC, jejíž poloměr označíme %. Protože
střed I leží na osách souměrnosti obou rovnoramenných trojúhelníků BAE a CAD,
platí |IE| = |IA| = |ID|, přitom díky pravému úhlu BAC je zřejmě |IA| = %

√
2. Bod I

ležící ve vzdálenosti % od přímky BC tak má od dvou jejích různých bodů D a E tutéž
vzdálenost %

√
2, a proto jeho kolmý průmět na BC je podle Pythagorovy věty středem

základny DE pravoúhlého rovnoramenného trojúhelníku DEI. Je tudíž I = F , jak jsme
slíbili dokázat.

Bodovací schéma.

Za úplné řešení udělte 6 bodů.

Obecné poznámky:
1. V případě řešení používajícího analytickou geometrii udělte 6 bodů, pokud je správné, a 0 bodů

v případě, kdy je vadné nebo nedokončené.
2. Za hypotézu, že F je středem kružnice vepsané 4ABC, udělte 1 bod.
3. Za hypotézu o tětivovosti čtyřúhelníků AFDB a AFEC však žádný bod neudělujte.
4. Za hypotézu o výsledku neudělujte žádný bod.
5. Za absenci zmínky o pořadí bodů D a E na přeponě BC body nestrhávejte.
6. Dílčí body z různých postupů se nesčítají.

První řešení:
. [2 body] Zjištění, že |�DAE| = 45◦, s důkazem.
. [1 bod] Důkaz, že F je středem kružnice ADE.
. [2 body] Další pozorování umožňující vypočítat |�BFC|, jako například zdůvodnění, že BF a CF

jsou osy vnitřních úhlů ABC jako v řešení, nebo důkaz, že čtyřúhelníky AFDB a AFEC jsou
tětivové, jako v poznámce.

. [1 bod] Samotný výpočet vedoucí k správnému výsledku |�BFC| = 135◦.

nejvýše 25 králů. A ty umíme umístit, například na pole, jejichž obě souřadnice jsou
liché.]
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Najděte největší přirozené číslo k, pro které lze na šachovnici 8 × 8 rozmístit k věží
a k + 14 navzájem se neohrožujících střelců. [k = 18. Celou šachovnici lze rozložit na
sedm bílých diagonál délek 2, 4, 6, 8, 6, 4, 2 a sedm černých diagonál těchže délek. Pokud
se na libovolné z těchto 14 diagonál D nachází kD věží, je
na ní nejvýše kD + 1 navzájem se neohrožujících střelců.
Podle zadání je však celkový počet střelců o 14 větší než
celkový počet věží, proto na každé uvažované diagonále D
musí být právě kD +1 střelců. To je pro diagonály D délek
2, 4, 6, 8 možné, jen pokud odpovídající kD nepřevyšuje po
řadě hodnoty 0, 1, 2, 3. Proto počet k věží na celé šachov-
nici nepřevyšuje hodnotu 2(0 + 1 + 2 + 3 + 2 + 1 + 0) = 18.
Hodnota k = 18 je přitom možná, jak ukazuje příklad
rozmístění 9 věží a 9 + 7 = 16 střelců na bílých polích
podle obrázku; rozmístění stejných počtů věží a střelců
na černých polích provedeme analogicky.]

D2. Každý vrchol pravidelného devatenáctiúhelníku je obarven jednou ze šesti barev. Vy-
světlete, proč stejnou barvu mají všechny vrcholy některého tupoúhlého trojúhelníku.
[62–C–S–3]

D3. Na desce 7×7 hrajeme hru lodě. Nachází se na ní jedna loď 2×3. Můžeme se zeptat na
libovolné políčko desky, a pokud loď zasáhneme, hra končí. Pokud ne, ptáme se znovu.
Určete nejmenší počet otázek, které potřebujeme, abychom jistě loď zasáhli. [58–B–I–4]

D4. Na desce 5 × 5 hrajeme hru lodě. Ze čtyř polí desky je vytvořena jedna loď tvaru
L-tetromina. Můžeme se zeptat na libovolné pole desky, a pokud loď zasáhneme, hra
končí.

a) Navrhněte osm polí, na něž se stačí otázat, abychom měli jistotu zásahu lodě.
b) Zdůvodněte, že sedm otázek obecně takovou jistotu nedává. [58–B–II–2]

D5. Na některé políčko šachovnice 6×6 postavíme figurku kralevice. Ta může v jednom tahu
poskočit buďto ve svislém, nebo ve vodorovném směru. Délka tohoto skoku je střídavě
jedno či dvě políčka, přičemž skokem na sousední pole figurka začíná. Rozhodněte, zda
lze zvolit výchozí pozici figurky tak, aby po vhodné posloupnosti 35 skoků navštívila
každé pole šachovnice právě jednou. [65–A–III–6]

D6. Pole tabulky n× n, kde n = 3, jsou střídavě černá a bílá jako na obyčejné šachovnici,
přičemž pole v levém horním rohu je černé. Bílá pole budeme barvit načerno násle-
dujícím postupem. V jednom kroku vybereme libovolný obdélník 2 × 3 nebo 3 × 2,
ve kterém jsou ještě tři bílá pole, a tato tři pole začerníme. Pro která n můžeme po
určitém počtu kroků začernit celou tabulku? [57–A–II–3]

D7. Zjistěte nejmenší přirozená čísla k, pro něž platí jednotlivá tvrzení a), b) a c): Obsadí-
me-li figurkami libovolných k polí šachovnice 8× 8, pak budou obsazena některá a) tři
sousední pole některého řádku, b) tři sousední pole některé šikmé řady, c) čtyři sousední
pole některého řádku nebo sloupce. Šikmou řadou rozumíme takovou skupinu polí,
jejichž úhlopříčky jednoho z obou směrů leží na jedné a téže přímce. [49–C–I–3]

15

2. Je dán trojúhelník ABC. Uvnitř jeho stran AB a AC jsou po řadě zvoleny body X
a Y . Označme Z průsečík úseček BY a CX. Dokažte nerovnost

[BZX] + [CZY ] > 2[XY Z],

kde [DEF ] značí obsah trojúhelníku DEF . (David Hruška, Josef Tkadlec)

Řešení. Do levé strany ekvivalentně upravené nerovnosti

[BZX]
[XY Z]

+
[CZY ]
[XY Z]

> 2

dosadíme vyjádření
[BZX]
[XY Z]

=
|BZ|
|Y Z|

a
[CZY ]
[XY Z]

=
|CZ|
|XZ|

,

která jsou obě porovnáním obsahů a základen dvou trojúhelníků se společnou výškou
(obr. 1). Naší úlohou tak je dokázat nerovnost

|BZ|
|Y Z|

+
|CZ|
|XZ|

> 2.

A

B

C

X

Y

Z B′X ′

Y ′ C ′

Obr. 1

Kolmé průměty bodů B, C, X, Y na přímku AZ označíme B′, C ′, X ′, Y ′ jako na
obr. 1. Potom můžeme dokazovanou nerovnost přepsat jako

|BB′|
|Y Y ′|

+
|CC ′|
|XX ′|

> 2.

Nyní stačí použít AG nerovnost a nerovnosti |BB′|/|XX ′| > 1 a |CC ′|/|Y Y ′| > 1, které
zřejmě plynou z volby bodů X, Y uvnitř stran AB, AC. Dostáváme tak

|BB′|
|Y Y ′|

+
|CC ′|
|XX ′|

= 2

√
|BB′|
|Y Y ′|

· |CC
′|

|XX ′|
= 2

√
|BB′|
|XX ′|

· |CC
′|

|Y Y ′|
> 2.

3

Potom žlutě obarvíme všechny vrcholy představující podřetězce řetězce T#.
Vrcholy, které jsme obarvili červeně i žlutě (nazveme je oranžové) představují všechny
podřetězce, které se vyskytují v S$ a zároveň v T# – jinými slovy, jsou to společné
podřetězce řetězců S a T .

$ # a b$ e
kale
rab$

le
pra
les#

ra s#

b$ le rab$ s# rab$ s# b$ les#

rab$ s#

K vyřešení naší úlohy už stačí jenom nalézt oranžový vrchol, který leží nej-
dále od kořene. To můžeme provést buď třetím prohledáváním, nebo přímo během
druhého prohledávání: pokaždé, když chceme obarvit žlutě dosud červený vrchol,
podíváme se, zda jsme nenašli nové nejlepší řešení.

Úkol B: nejkratší perioda

Hledáme nejmenší p takové, že řetězec S přesně odpovídá řetězci „S posunuté-
mu o p pozic dopravaÿ. Podívejme se na písmena, která jsou společná pro původní S
a posunuté S. Má-li původní S délku n, společný podřetězec má délku n−p. Protože
leží na konci původního S, jedná se o některý ze sufixů S. A protože leží na začátku
posunutého S, jedná se zároveň o prefix S.

Platí to také naopak: když pro nějaké p platí, že prvních n−p písmen řetězce S
je stejných jako posledních n− p písmen, pak p je periodou daného řetězce. Jestliže
tedy chceme nalézt nejkratší periodu daného řetězce, hledáme vlastně nejdelší jeho
sufix, který je zároveň jeho prefixem.

Jak to uděláme, když máme sufixový strom pro řetězec S? Začneme tím, že
najdeme nejhlubší vrchol v celém stromě – jinými slovy, cestu z kořene do listu, která
odpovídá celému řetězci S. Prefixům této cesty odpovídají právě všechny prefixy
řetězce S. Které z nich jsou zároveň sufixy? V našem stromě máme konce všech sufixů
označeny. Stačí tedy na naší cestě odpovídající celému řetězci S nalézt nejhlubší
označený vrchol (jiný než list, kterým cesta končí).

Na následujícím obrázku můžete sledovat sufixový strom pro řetězec abraka-
dabra. Vybarvené vrcholy odpovídají cestě, na níž leží celé toto slovo. Nejhlubší
ne-list na ní, kde končí nějaký sufix, je vrchol odpovídající podřetězci abra. Jelikož
celý řetězec má délku 11 a řetězec abra má délku 4, má nejkratší perioda délku
11− 4 = 7.

9

Matematický ústav AV ČR

http://www.math.cas.cz/
Karlovou domovinou byl Matematický ústav AV ČR. I zde šířil povědomí o TEXu,
METAPOSTu, a jak mi potvrdili jeho kolegové, vždy každému rád poradil. Z první
ruky mohu potvrdit, že častokrát i ve dvě ráno.

Nejtěžší sazební úkoly vyplynuly z časopisů ústavu: Czechoslovak Mathemati-
cal Journal (dále CMJ, založen 1951, http://cmj.math.cas.cz/), Applications
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of Mathematics (AM, založen 1956, http://am.math.cas.cz/) a Mathematica
Bohemica (MB, založen 1872, http://mb.math.cas.cz/).
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2
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2
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3
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3
) (6, 2, 5, 1) (6, 2, 6, 1) (7, 2, 6, 2

3
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2
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5
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5
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5
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2
) (9, 1, 9, 0)

Figure 1. Data for connected betweenness-uniform graphs with 4–10 vertices.
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additional information on their maximum degree, diameter, vertex connectivity and

betweenness value; all these values support our conjectures stated in Section 1.

Next, we turn our attention to sparse betweenness-uniform graphs. It follows

from Theorem 2.4 that such graphs — if distinct from cycles — have minimum

degree at least 3, hence, it is natural to consider cubic graphs as candidates for

exploring betweenness-uniformity. We have checked all connected cubic graphs up

to 20 vertices; despite of large numbers of considered cubic graphs, only 34 of them

are betweenness-uniform and, surprisingly, among them, only three are non-transitive

(see Figure 2). The lengthy check for 22-vertex cubic graphs revealed that only three

of them are betweenness-uniform (see Figure 3).

Figure 2. All betweenness-uniform connected cubic graphs up to 20 vertices.

Figure 3. All betweenness-uniform connected cubic graphs on 22 vertices.

Observe that, among these graphs, one can find several generalized Petersen graphs

GP(n, k) (see [13]). This suggests to test for which values n and k the graphGP(n, k)
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are, respectively, singular vertices in shapes (c), (b), (d) and (a). In addition,

{w5, w6, w7, w8} are all vertices of distinct classes with type II in S. Here, we need

to check that there is a proper (w,w′)-path for any w ∈ {w1, w2, w3, w4, w
′
1, w

′
2, w

′
3,

w′
4, w

1
1, w

1
2 , w

1
3 , w

1
4 , w

1
5 , w

1
6} and w′ ∈ {w5, w6, w7, w8}. If w = w1, then w1u1w5,

w1w
′
1v1u1v2urw6, w1w

′
1v1u1v2usw7 and w1w

′
1v1u1v2u|X|w8 are proper (w,w5),

(w,w6), (w,w7) and (w,w8)-paths, respectively. If w = w4, then w4urv2u1w5 (if

w4ur ∈ G) or w4usv2u1w5 (if w4us ∈ G), w4w
′
4vg(or vt)urw6, w4w

′
4vg(or vt)usw7 and

w4w
′
4vg(or vt)u|X|w8 are proper (w,w5), (w,w6), (w,w7) and (w,w8)-paths, respec-

tively. If w = w1
1 , then w1

1wviwuj
ujviu1w5, w

1
1u1v2urw6, w

1
1u1v2usw7, w

1
1u1v2usw7

and w1
1u1v2u|X|w8 are proper (w,w5), (w,w6), (w,w7) and (w,w8)-paths, respec-

tively. With similar analysis, we can find proper paths between other pairs of vertices

and as a direct observation, these paths do not contain any (D′ \V (D), V (D))-edge.

D
u|X|

v|Y |

u1

v1

u2

v2

ur

vg

w1

w3w2

w4

w
′
1

w
′
3 w

′
2

w
′
4

us

vt

w8

w5

w
0

1
w

0

2

w
0

3

w
0

4

w
1

1

w
1

2

w6

w
1

3

w7

w
1

4
w

1

5
w

1

6

Figure 8. Proper 2-coloring for edges between vertices of types I and II in S.

Case 6. For any pair of vertices w ∈ S and w′ ∈ D′, there is a proper 2-coloring

(w,w′)-path such that all edges except the first edge of this proper path are contained

in G[D′].

Now we give proper (w,w′)-paths for any w ∈ S of type I and w′ ∈ D′ first.

As depicted in Figure 6 (0), w1u1, w1u1v1ui, 2 6 i 6 |X |, i 6= s or i 6= |X |,

w1u1v1, w1u1v1u2vj , 2 6 j 6 |Y |, w1u1w
0
1 , w1u1v1usw

0
2 , w1u1v1u2v2w

0
3 and

w1u1v1u2v|Y |w
0
4 are proper (w1, X), (w1, Y ) and (w1, D

′ \V (D))-paths, respectively.

If w = w4, then w4us(or u|X|)v2u1, w4us (or u|X|), w4us(or u|X|)v2u1v1ui, 2 6

i 6 |X |, w4us(or u|X|)v2u1v1, w4us(or u|X|)vj , 2 6 j 6 |Y |, w4us(or u|X|)v2u1w
0
1 ,

w4us(or u|X|v2u1v1us)w
0
2 , w4us(or u|X|)v2w

0
3 and w4us(or u|X|)v|Y |W

0
4 are, respec-

tively, proper (w4, X), (w4, Y ) and (w4, D
′ \ V (D))-paths. Through the same way

we can find proper (w2, D
′), (w3, D

′), (w′
1, D

′), (w′
2, D

′), (w′
3, D

′) and (w′
4, D

′)-paths

and all edges except the first ones of these proper paths are contained in G[D′]. This
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Theorem 3.4. BDF methods are D-stable if and only if k 6 6.

P r o o f. The proof can be found in [19] or [21]. �

According to Theorem 3.4, BDF methods are applicable only up to the order 6.

Figure 6 shows that BDF methods are A-stable for k = 1, 2, which is in a good

agreement with the Second Dahlquist’s Barrier. The remaining BDF methods (k =

3, 4, 5, 6) are A(α)-stable only. The corresponding angle of stability is in Table 5.

15− 10− 5− 0 5
10−

8−

6−

4−

2−

0

2

4

6

8

10

Re

Im
k=1

k=2

k=3

k=4

k=5

k=6

Figure 6. Stability regions of BDF k = 1, 2, 3, 4, 5, 6.

k 1 2 3 4 5 6
α 90◦ 90◦ 86.03◦ 73.35◦ 51.84◦ 17.84◦

Table 5. The angles of stability of BDF methods.
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Figure 3.1. Oblique aspect of the map projection, cartographic pole K = [ϕK, λK].

Theorem 3.10. For local coordinate systems {ϕ, λ} and {ϕ′, λ′} on the sphere S2
the coordinate transformation between the normal and oblique aspects is

sinϕ′ = sinϕK sinϕ+ cosϕK cosϕ cos∆λ,(3.1)

tanλ′ =
cosϕ sin∆λ

cosϕ sinϕK cos∆λ − sinϕ cosϕK

.(3.2)

The inverse transformation is

sinϕ = sinϕK sinϕ′ − cosϕK cosϕ′ cosλ′,

tan∆λ =
cosϕ′ sinλ′

cosϕ′ sinϕK cosλ′ + sinϕ′ cosϕK

.

The spherical coordinates of Q ∈ S
2 are a function of ϕK, λK:

[ϕ′(ϕK, λK), λ
′(ϕK, λK)] = [H(ϕ, λ), I(ϕ, λ)],

[ϕ(ϕK, λK), λ(ϕK, λK)] = [H−1(ϕ′, λ′), I−1(ϕ′, λ′)].
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U některých grafů nerad uznal, že jsou příliš těžké na překreslení bez vstupních
dat, tak se snažil o sazební jednotu popisků v grafu či alespoň o sazbu popisků
jednotlivých os.

In summary, we can conclude that the Laguerre bound is fairly tight when α is

smaller than 2 or close to m and can be loose when α is in the intermediate region.

In Fig. 4, we plot the smallest eigenvalues of randomly generated 5× 5 symmetric

positive definite matrices. Any such matrix can be written as A = QΛQT, where Q

is an orthogonal matrix and Λ is a diagonal matrix with positive diagonal elements.

However, its traces Tr(A−1) and Tr(A−2) depend only on Λ and not on Q. We

therefore set Q to be the identity matrix and generate the diagonal elements of Λ

randomly. These matrices are normalized so thatTr(A−1) = 1 and the horizontal axis

is α = {Tr(A−1)}2/Tr(A−2). The Laguerre bound (2.10) and the upper bound (3.10)

on the smallest eigenvalue are also shown in the graph. From the graph, we can

confirm the optimality of the Laguerre bound, since it actually constitutes the lower

boundary of the region, where the smallest eigenvalues exist. We can also confirm

the upper bound given by (3.10) numerically. Finally, it is clear that the Laguerre

bound is tight when α 6 2 or α ≃ m and loose in the intermediate region.

0
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6
α

q=1

q=2

q=3

q=4

Upper bound on the smallest eigenvalue

Laguerre lower bound

Distribution
of the smallest
eigenvalues

Figure 4. The smallest eigenvalues of randomly generated 5×5 symmetric positive definite
matrices as a function of α.

4. Conclusion

In this paper, we investigated the properties of lower bounds on the smallest

eigenvalue of a symmetric positive definite matrix A computed from Tr(A−1) and

Tr(A−2). We studied two problems, namely, finding the optimal bound and evalu-

ating its sharpness. As for the former question, we found that the Laguerre bound

is the optimal one in terms of sharpness. As for the latter question, we charac-

terized the situation in which the gap becomes largest in terms of the eigenvalue
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respective currencies for the next month, but receives them on a daily basis. The

basket put option allows the firm to transfer the cashflow from local currencies into

the home currency (GBP) at favourable conditions (i.e., using either the market price

or the strike price) while the Asian feature enables the firm to average the value over

the whole month.

The parameter setting comes from real market observations of both currency pairs

over last 15 years (2001 to 2015) and fits the option maturity (one month). For

the basic setting we use the most commonly observed values. On the other hand,

the sensitivity analysis provided in Table 1 and Figure 3 should cover the observed

variability of the parameters (standard deviations, correlation).

In particular, we set up the input as follows: maturity time is one month

(T = 1/12), risk-free interest rates and dividend yields in all currencies are set

to zero for a given horizon, volatilities of the exchange rate returns are σ1 = 0.1

and σ2 = 0.15, respectively, the coefficient of linear correlation of the exchange

rate returns is ̺ = 0.45 and the reference node given by the closing values of

both underlying assets Sref
1 = 0.83 and Sref

2 = 0.75, respectively, and the average

Aref = α1S
ref
1 + α2S

ref
2 . The approximate solution is depicted in Figure 2 (right).

Since we deal with (Asian basket) put option, the surface of solutions attains

the highest value at the point [0, 0]. On the other hand, the surface of solutions

approaches zero if any of the variables (exchange rates) rises above 2.5.
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Figure 2. The adaptively refined triangulation with #Th ≈ 1 500 (left) and the correspond-
ing piecewise linear DG discrete solution after 30 days (right).

For efficient risk management it is important to know not only the price, but

also the sensitivity to input parameters. First, we investigate the sensitivity of the

option prices to the volatilities of both the underlying asset returns with a fixed

correlation. We generate the option prices using both polynomial orders for five

values of σi ∈ {0.05, 0.10, 0.15, 0.20, 0.25} so that we can capture various market
conditions (from sleeping market with low rate of information arrival up to busy

trading coming from the arrival of many important information). The comparative
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acceleration), we obtain by its integration the approximate vertical density profile of

the thin circumstellar disk [10], [14],

(2.5) ̺ ≈ ̺eq exp
(
− z2

2H2

)
, ̺eq =

Σ√
2πH

,

where we obtain the latter relation for the density ̺eq in the disk equatorial plane

(midplane) by integrating the equation of the surface density Σ. Conservation of

angular momentum dJ/dt = G, where the torque G is produced by the Rϕ com-

ponent GRϕ,visc of the viscous stress tensor, gives the explicit azimuthal momentum

component equation (see also [11], [12])

(2.6)
∂

∂t
(R̺Vϕ) +

1

R

∂

∂R

(
R2̺VRVϕ − αa2R3̺

∂ lnVϕ

∂R
+ αa2R2̺

)
= 0,

where the last two terms represent the viscous torque GRϕ,visc. Inclusion of both

the viscosity terms means the second order Navier-Stokes viscosity, while inclusion

of only the last term describes the first order Navier-Stokes viscosity [12]. The first

order Navier-Stokes viscosity is most frequently used in literature. The second order

term increases the efficiency of viscosity in case of Keplerian azimuthal velocity up

to the factor 3/2, it also prevents the physically implausible transition to a backward

(negative) azimuthal motion of some disk regions in calculations. The α parameter

of viscosity [25] is defined as the ratio of the assumed turbulent velocity and the

sound speed, α = Vturb/a ∼ ν/(λa), where ν is the standard kinematic viscosity and

λ is the mean free path of turbulent eddies (or fluid parcels) of the gas. We examine

in our models the radial variations α ∼ α0R
−n with a free parameter 0 < n < 0.2,

where 0.01 < α0 < 1 is the disk base viscosity (near the stellar surface).
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Figure 1. Stationary model of the circumstellar viscous disk density profile, highlighted by
the contour lines (marked by the corresponding density). The “flaring” shape
of the disk in the vertical sense is demonstrated. We denote by Req the stellar
equatorial radius which may in case of rapidly rotating stars differ from the stellar
polar radius up to the factor 3/2 (cf. Fig. 2).
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The following example illustrates the above theorem.

E x am p l e 2.3. Let X and Y be two nonnegative bivariate random variables

with cdf ’s

F (t1, t2) =
t1t2(t1 + t2)

2
, 0 < t1, t2 < 1,

and

G(t1, t2) =
1

1/t1 + 1/t2 − 1
, 0 < t1, t2 < 1,

respectively. Then Figure 3 shows that [CK
α

Xi,Yi
(t1, t2) − (2−α

1−α )ε
∗
i,α−1(Y ; t1, t2)] =

ψα
i (t1, t2), i = 1, 2, (say), are always positive for α = 1.25 satisfying Theorem 2.4.
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(i) Plot of ψα
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(ii) Plot of ψα
2 (t1, t2).

Figure 3. Graphical representation of ψα
1 and ψ

α
2 (Example 2.3).

Theorem 2.5. Let X and Y be two nonnegative bivariate random vectors. Then,

for i = 1, 2 and t1, t2 > 0, we have

[1− e−(1−α)CK
α

Xi,Yi
(t1,t2)] 6 (1− α)CK

α

Xi,Yi
(t1, t2) 6 [e(1−α)CK

α

Xi,Yi
(t1,t2) − 1].

P r o o f. For i = 1, using the fact that lnx 6 x− 1, we obtain

ln

∫ t1

0

F (x1, t2)

F (t1, t2)

(G(x1, t2)
G(t1, t2)

)α−1

dx1 6

∫ t1

0

F (x1, t2)

F (t1, t2)

(G(x1, t2)
G(t1, t2)

)α−1

dx1 − 1.

By some algebraic manipulation and with help of (2.3), we have

(2.10) (1 − α)CK
α

X1,Y1
(t1, t2) 6 [e(1−α)CK

α

X1,Y1
(t1,t2) − 1] for 0 < α 6= 1.
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Z článků Y. Yamamoto: On the optimality and sharpness of Laguerre’s lower bound on
the smallest eigenvalue of a symmetric positive definite matrix, AM, 62(4), 319–331, 2017;
J. Hozman, T. Tichý: DG method for numerical pricing of multi-asset Asian options—the case of
options with floating strike, AM, 62(2), 171–195, 2017; P. Kurfürst, J. Krtička: Time-dependent
numerical modeling of large-scale astrophysical processes: from relatively smooth flows to
explosive events with extremely large discontinuities and high Mach numbers, AM, 62(6),
633–659, 2017 a A. Ghost, C. Kundu: On generalized conditional cumulative past inaccuracy
measure, AM, 63(2), 167–193, 2018.

Občas se objevily podklady, kde nebylo možné či praktické zasáhnout, tak
říkal, že to se nedá nic dělat. Zmínil, že autory oslovoval o lepší verzi, ale kde to šlo,
autory dál nezatěžoval. Zde je ukázka ponechaného rastrového obrázku, vektorový
obrázek o mnoha linkách by byl neúnosně velký (obrázky vlevo). Podobně to
platívá u fotek, skenů a modelů se světly a stíny (obrázky vpravo).

Figure 5 shows the mesh after 15 refinements and the corresponding cross section.

Figure 6 shows the numerical results by Algorithm 3.2. From Figure 6, we can find

that the full multigrid method can also work on the adaptive family of meshes and

obtain the optimal accuracy. The full multigrid method can be coupled with the

adaptive refinement naturally to produce a type of adaptive finite element method

for semilinear elliptic problem, where the direct nonlinear iteration in the adaptive

finite element space is not required. This can also improve the overall efficiency of

the adaptive finite element method for semilinear elliptic problem solving. For more

information, we refer to the paper [12].

Figure 5. The triangulations after 15 adaptive refinements and the corresponding cross
section for Example 4.4.
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where Kn−k(ω, h) = µn−k(A
′(ω) ∩ A′

−h(ω)) and ~u(ω) is the unit vector with the

direction ω. For a compact primary grain A′, there exists for any h an angular

sector where Kn−k(ω, h) 6= 0, so that the covariance generally does not reach its sill,

at least in the isotropic case, and the integral range, obtained by integration of the

correlation function, is infinite. Consider now some examples in R
2 and in R

3.

2.2.1. Fibers in 2D. In the plane a Boolean model on Poisson lines can be built.

For an isotropic lines network (Figure 1), and if A′ ⊕ Ǩ is a convex set, we have,

from equation (2.7):

(2.9) T (K) = 1− exp(−θL(A′ ⊕ Ǩ)).

If A′ ⊕ Ǩ is not a convex set, the integral of projected lengths over a line with the

orientation varying between 0 and π must be taken. If A′ and K are convex sets,

we have L(A′ ⊕ Ǩ) = L(A′) + L(K). Consider now the isotropic case. Using for A′

a random disc with a random radius R (with expectation R) and for K a disc with

radius r, equation (2.9) becomes

T (r) = 1− exp(−2πθ(R + r)),

T (0) = P{x ∈ A} = 1− exp(−2πθR),

which can be used to estimate θ and R, and to validate the model.

In R
3, a Boolean model on Poisson planes or on Poisson lines can be built.

Figure 1. Example of Boolean model built on Poisson lines (1024 × 1024 image), using as
primary grains discs with radius 5 (with probability 0.75) and 15 (with probabil-
ity 0.25).
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Figure 2. Simulation of Poisson fibers with a single radius in 3D (see [3]).

3. Two steps Boolean varieties

It is possible to generate further Boolean models by iteration of Poisson varieties.

For instance in R
2, we first consider Poisson lines, and in the second step Poisson

points on every line. These points are germs to locate primary grains A′ to gen-

erate a Boolean model. Compared to the standard Boolean model, this one shows

alignments of grains. Similarly in R
3 we can start from Poisson planes V2α and use

Poisson lines V1β in every plane to generate a Boolean model with fibers. In con-

trast to Poisson fibers in R
3, this model generates a random set with some coplanar

fibers. Such long range random sets could mimic specific microstructures with an

order in a lower dimension subspace of Rn, such as preferred germination of objects

on specific planes or lines.

These models are based on doubly stochastic Poisson random variables for which

the Choquet capacity can be obtained. In other contexts, iterations of random

tessellations were proposed as models of a random set, like the STIT tessellations

related to the fracture process of materials (see [13]), or iterated division of cells to

simulate telecommunication networks (see [11]).

Definition 3. Two steps random varieties are defined as follows: starting from

Poisson linear varieties Vk of dimension k and with intensity θk(dω) in R
n, Poisson

linear varieties Vk′β with dimension 0 6 k′ < k and with intensity θk′(dω) are located

on each Vkα. Then each Vk′β is dilated by independent realizations of a random

compact primary grain A′ ⊂ R
n to generate the Boolean RACS A:

A =
⋃

β

Vk′β ⊕A′.
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Po dvou obrázcích z článků Fei Xu, Hehu Xie: A full multigrid method for semilinear
elliptic equation, AM, 62(3), 225–241, 2017 a D. Jeulin: Iterated Boolean random varieties and
application to fracture statistics models, AM, 61(4), 363–386, 2016.

Podklady nám chodily v různém tvaru – od ručních náčrtků přes kresby
vytvořené v TEXu až po nejrůznější výstupy z výpočetních a simulačních nástrojů.
Jednalo se o celou šíři oboru. Zde je několik extra ”vypečených“ ukázek pro
potěšení oka čtenáře.

115



Theorem 2.1. Let x∗ ∈ X ⊆ R
2, f(x∗) = 0 and g(x∗) 6= 0, let λ1, λ2 be

eigenvalues of Jacobi’s matrix of the system ẋ = f(x) at the point x∗ and let e1, e2
be the corresponding eigenvectors. We choose δ > 0 such that g(x) 6= 0 for every

x ∈ Bδ(x
∗). Let the solution of ẋ = g(x) be not bounded in some nonempty closed

subset Bδ(x
∗).

(1) We assume that there exists ε > 0 such that x∗ is a source (i.e., an unstable

node or focus) or a sink (i.e., a stable node or focus) for f on Bε(x
∗). Then F

admits a chaotic set.

(2) We assume that λ1 < 0, λ2 > 0 (i.e., x∗ is a saddle point) and g(x∗) 6= αe1,

g(x∗) 6= βe2, where α, β ∈ R\ {0}. Then F admits a chaotic set with nonempty

interior.

3. Chaotic behaviour of dynamical system generated

by Euler equation branching

In this section, we consider a continuous dynamical system generated by Euler

equation branching ẋ ∈ {f(x), g(x)}. We also consider only classical singular points,

which means with nonzero determinant of Jacobi’s matrix, of the system considered.

Further, we consider both the branches produce hyperbolic singular points and these

points lie at different points in R
2.

From Theorem 2.1 it follows that every combination of stable/unstable node/focus

or saddle can produce a chaotic set. Such chaotic sets we can see in Figure 1, showing

chaotic sets between a stable node and an unstable focus.

Figure 1. Chaotic sets between stable node and unstable focus.
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Figure 2. Schematic sketch of proof outline.
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Figure 3. Schematic sketch of other cases forming chaotic sets with nonempty interior.

unstable node lies on the stable or unstable manifold. The middle figure corresponds

to the combination of two saddles with the condition g(x∗) = µf(y∗) and not collinear

other eigenvectors. And the left figure displays the situation described by condition

g(x∗) 6= µf(y∗). �

So, we can see that there are only few possibilities where F does not admit chaotic

sets with nonempty interior. Thus, the chaotic behaviour of such dynamical systems

generated by Euler equation branching is typically admitted.
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in the static form. The equality between the money supply and money demand on the

money market is the same as in the demand oriented model, i.e., M(Y, i) = L(Y, i).

Every economic function has some properties. These properties influence the dy-

namical behaviour of the model. The type of the hyperbolic singular point of each

branch depends on the properties of the corresponding functions (i.e., I, S, L, M

and Q). Any of the above mentioned combinations of the singular points may appear.

The dynamical system generated by this special Euler equation branching with one

branch IS-LM (sub)model and the second branch QY-ML (sub)model can typically

produce a chaotic set with nonempty interior which leads to Devaney, Li-Yorke and

distributional chaos.

Thus, if we identify the types of singular points in the branch represented by the

IS-LM model and in the branch represented by the QY-ML model and their position

in the plane R2 (with coordinates Y and R), we will determine whether chaotic sets

with nonempty interior can or cannot in the economy arise. We can illustrate this

by the following example.

E x am p l e 4.1. The economic situation can be described by Figure 4. The

curve IS, curve LM and the corresponding trajectories display the dynamical be-

haviour of the branch f(x), i.e., the demand oriented IS-LM (sub)model. The

curve QY, curve ML and the corresponding trajectories display the dynamical be-

R LM
ML

IS

E1

E2

E3

X Y

Z

Figure 4. Example of IS-LM/QY-ML model.

haviour of the branch g(x), i.e., the supply oriented QY-ML (sub)model. Such

concrete shapes of these curves and types of singular points follow from the concrete

economic properties of the corresponding functions. This IS-LM (sub)model has

three equilibrium points E1, E2 and E3. Points E1 and E3 are stable foci, E2 is an
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Figure 5. Stokes scheme for ν = 0.1 and t = 5: (a) numerical solution of the velocity,
(b) numerical solution of the flux.
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Figure 6. Stokes scheme for ν = 0.1 and t = 10: (a) numerical solution of the velocity,
(b) numerical solution of the flux.

So when the time tends to a certain value, the velocity and flux tends to the steady

state. In fact, the velocity and flux of the final state are similar to Figs. 6–8.

6. Conclusions

In this paper, a new fully discrete mixed finite element method approximating the

velocity and flux of Burgers’ equation has been described. The spatial discretization

is based on the lowest-order interpolations for the velocity and the flux; the time
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ẋ

x

ẋ
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Figure 5. Non-standard cubic spring—Poincaré’s surface of section depicting part of the
phase space and the zoom of this plot on the right. We can see regular motion,
the most important primary regular island and embedded islands with higher
period.
First row: α = 10, β = 20, A = 1.1, ω = 1.1,
second row: α = 7.3, β = 33.7, A = 1.3, ω = 0.85,
third row: α = −0.6, β = 1.5, A = 0.5, ω = 1.0.
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Z článků B. Volná: Chaotic behaviour of continuous dynamical system generated by Euler
equation branching and its application in macroeconomic equilibrium model, MB, 140(4),
437–445, 2015 (tři obrázky); X. Hu, P. Huang, X. Feng: A new mixed finite element method
based on the Crank-Nicolson scheme for Burgers’ equation, AM, 61(1), 27–45, 2016 a J. Málek,
K. R. Rajagopal, P. Suková: Response of a class of mechanical oscillators described by a novel
system of differential-algebraic equations, AM, 61(1), 79–102, 2016.
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Byl jednou jeden pan doktor

Během naší komunikace jsme řešili nejrůznější zají-
mavosti, a když Karel něco nevěděl, to už bylo co
říct. Jeden z problémů, který mi zmínil, bylo pře-
sázení zdrojových kódů zaniklého ruského časopisu
Kvant, http://www.kvant.info/zkm_main.htm (rusky
Журнал Квант). Byl tam problém s chybějícími písmy,
zjištěním kódové stránky, i s tím, jak získat vekto-
rovou podobu z rastrových obrázků. Shrnul jsem své postřehy na stránce
https://tex.stackexchange.com/questions/181153. Jeho idea byla si roč-
níky 1970 až 2009 nejprve přesázet do hezké knihy, vytisknout a pak svázat. Karel
dobře věděl, kde hledat inspiraci a jak inspirovat ostatní.

Nyní se píše rok 2020 a PDF získaná TEXem stále neobsahují původní zdrojové
kódy. Tohoto zlepšováku se Karel nedočkal.

Rozloučím se s vámi, drazí pozůstalí, ukázkami ze stran 31, 143 a 263 souboru
http://www.kvant.info/zkm_tex/zkm_main.pdf Sbírky matematických úloh
časopisu Kvant. Chybí nám všem. Je to rána! Byl to borec.

217. Дан выпуклый n-угольник с попарно непараллельными сторонами и точка внутри
него. Докажите, что через эту точку нельзя провести больше n прямых, каждая
из которых делит площадь многоугольника пополам.

Е.В.Саллинен. VII Всесоюзная олимпиада. Решение — в №4–1974

218. Если x1 , x2 , x3 , x4 , x5 — положительные числа, то

(x1 + x2 + x3 + x4 + x5)
2 � 4(x1x2 + x2x3 + x3x4 + x4x5 + x5x1).

Докажите это. Б.Д. Гинзбург, В.Л.Рабинович
и В.Л.Гутенмахер. VII Всесоюзная олимпиада. Решение — в №4 и на странице 45 одиннадцатого номера 1974 года

219. В пространстве заданы 4 точки, не лежащие в одной плоскости. Сколько существует
различных параллелепипедов, для которых эти точки служат вершинами?

Н.Б.Васильев. VII Всесоюзная олимпиада. Решение — в №5–1974

220. Король обошёл шахматную доску, побывав на каждом поле
ровно один раз и вернувшись последним ходом на исходное
поле. (Король ходит по обычным правилам: за один ход он
может перейти по горизонтали, вертикали или диагонали
на любое соседнее поле.) Когда нарисовали его путь, после-
довательно соединив центры полей, которые он проходил,
получилась замкнутая ломаная без самопересечений. Какую
наименьшую и какую наибольшую длину может она иметь?
(Сторона клетки равна единице.) А.В.Климов.
VII Всесоюзная олимпиада. Решение — в №5–1974. Статья И.Ф.Акулича <Прогулки коро-

ля> третьего номера 2000 года. Статья Н.Б. Васильева <Вокруг формулы Пика> двенадцатого номера 1974 года

221. На бумагу поставили кляксу. Для каждой точки кляк-
сы определили наименьшее расстояние до границы кляксы, а также наибольшее
расстояние до границы кляксы. Среди всех наименьших расстояний выберем наи-
большее, а среди наибольших — наименьшее. Какую форму имеет клякса, если
эти две величины равны? Восьмиклассник А.Я.Блох. Решение — в №5–1974

222. У любого выпуклого многогранника есть две грани с одинаковым числом сторон.
Докажите это. А. Грюнталь и Г.А. Гальперин. Решение — в №6–1974

223. Натуральное число называют совершенным, если оно равно сумме всех своих дели-
телей, кроме самого этого числа. (Например, число 28 — совершенное: 28 = 1+
+2+4+7+14.) Докажите, что совершенное число не может быть квадратом.

Девятиклассник А.Макаричев. Решение — в №6–1974

224. У трёхгранного угла проведены биссектрисы плоских углов. Докажите, что углы
между этими биссектрисами либо все три тупые, либо все острые, либо все прямые.

Э.Г. Готман. Решение — в №6–1974

225. Грани кубика занумерованы числами 1, 2, 3, 4, 5, 6 так, что сумма номеров
на противоположных гранях равна 7. Кубик катят из левого нижнего в правый
верхний угол шахматной доски размером 50 × 50 клеток (каждая клетка доски
равна грани кубика) так, что он каждый раз переваливается через своё ребро
на соседнюю клетку; при этом разрешено двигаться только вправо или вверх. На
каждой из клеток по пути кубика пишется номер грани, которая опиралась на эту
клетку. Какое наибольшее значение может иметь сумма всех 99 выписанных
чисел? Какое наименьшее? Г.А. Гальперин. Решение — в №6–1974

226. В трёх вершинах квадрата находятся три кузнечика. Они играют в чехарду.
При этом, если кузнечик А прыгает через кузнечика В, то после прыжка он
оказывается от В на том же расстоянии (но, естественно, по другую сторону и на
той же прямой). Может ли после нескольких прыжков один из кузнечиков попасть
в четвёртую вершину исходного квадрата?

Ю.И.Ионин. Решение — в №6–1974. Статья Н.Б. Васильева <Вокруг формулы Пика> двенадцатого номера 1974 года

31

1988 год

1081. Предпоследняя цифра десятичной записи числа 3n для любого натурального n > 2
чётна. Докажите это. В.И.Плачко. Решение — в №5–1988

1082. Диагонали выпуклого четырёхугольника ABCD пересекаются в точке O . Докажите,
что сумма AB2 +BС2 +CD2 +DA2 вдвое превышает сумму AO2+BO2+CO2+DO2
тогда и только тогда, когда диагонали АС и ВD перпендикулярны или одна из них
делится точкой О пополам. А.П.Савин. Решение — в №5–1988

1083. Наибольшее из неотрицательных чисел a1 , a2 , . . . , an равно a .

а) Докажите неравенство

a21 + a22 + . . .+ a2n
n

�

��������a1 + a2 + . . .+ an
n

��������
2

+ a2
4
.

б) Когда достигается равенство? Л.Г.Ханин. Решение — в №5–1988

1084. Две окружности на плоскости пересекаются в точках A и B . Докажите существо-
вание такой точки C �= B, что любая окружность с хордой AC будет пересекать
данные окружности (второй раз) в точках, одинаково удалённых от C .

Десятиклассник В.Ю.Протасов (Москва). Решение — в №5–1988

1085.∗ Несколько попарно скрещивающихся прямых, расположенных в пространстве,
спроецировали на горизонтальную плоскость. Их проекции изображены так, чтобы
в точках пересечения было видно, какая точка расположена выше, а какая ниже:

а) б) в)

Могла ли получиться проекция, изображённая на рисунке? С.Л. Табачников. Решение — в
№5–1988. Комментарий — в статье О.Я.Виро и Ю.В.Дроботухиной <Сплетения скрещивающихся прямых> третьего номера 1988 года, в статье С.Л. Табачникова

<Линейные неравенства и задача М1085> шестого номера 1989 года и в статье А. Скопенкова <Ещё раз о сплетающихся прямых> одиннадцатого номера 1989 года

1086. С числом разрешено производить две операции: <увеличить вдвое> и <увеличить
на 1>. За какое наименьшее число операций можно из числа 0 получить а) 100;
б) n, если сумма цифр двоичной записи числа n равна s? М.В.Сапир. Решение — в №6–1988

1087. Рассмотрим треугольник АВС , точку М в плоскости этого треугольника и проекции
А1 , В1 и С1 точки М на высоты, проведённые из вершин А, В и С соответственно.
Докажите, что

а) существует одна и только одна точка М, для которой длины отрезков АА1 , ВВ1
и СС1 равны;

б) для такой точки М длины отрезков АА1 , ВВ1 и СС1 равны диаметру вписанной
в треугольник окружности. А.Х.Джафаров. Решение — в №6–1988
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B′′ и C′′ . Докажите, что B′′C′′ — диаметр окружности ω , перпендикулярный
отрезку AD. Р.Г.Женодаров. Решение — в №5–2009

2126. На вечеринке компанию из 20 человек требуется усадить за 4 стола. Рассадка
удачная, если любые два человека, оказавшиеся за одним столом, — друзья. Вы-
яснилось, что удачные рассадки существуют, причём при любой удачной рассадке
за каждым столом сидят ровно по 5 человек. Каково наибольшее возможное коли-
чество пар друзей в этой компании?

П.А.Кожевников. Региональный этап XXXV Всероссийской олимпиады. Решение — в №5–2009

2127. Внутри ветви гиперболы, заданной равенством x =


y2 + 1, расположены ок-

ружности ω1 , ω2 , ω3 , . . . так, что при каждом n > 1 окружность ωn касается
гиперболы в двух точках и касается окружности ωn−1 , а окружность ω1 радиуса 1
касается гиперболы в точке (1; 0). Докажите, что для любого натурального n
радиус окружности ωn — натуральное число. В.Расторгуев. Решение — в №5–2009

2128. Вася отметил 10 клеток в клетчатой табли-
це размером 10×10. Всегда ли Петя может
вырезать из этой таблицы по линиям сетки
19 фигурок, каждая из которых — одного
из четырёх видов, показанных на рисунке, таким образом, чтобы фигурки не со-
держали ни одной отмеченной клетки? И.Богданов и О.Подлипский. Решение — в №5–2009

2129. Найдите все такие пары натуральных чисел n и k , что n > 1 и 1n+ 2n+ . . .+
+ (n− 1)n= nk . В.А.Сендеров. Первая президентская олимпиада Казахстана. Решение — в №5–2009

2130. ABCDEF — плоский невыпуклый шестиугольник, AB = DE , BC = EF, CD =
= FA, �FAB = 3�CDE , �BCD = 3�EFA, �DEF = 3�ABC (здесь имеются в виду
внутренние углы многоугольника, некоторые из них могут быть больше 180◦ ).
Никакие две стороны стороны шестиугольника не параллельны. Докажите, что
прямые AD, BE и CF пересекаются в одной точке.

Н.Белухов (Болгария). Болгарский журнал <Математика>. Решение — в №5–2009

2131. Пусть a ˆ b обозначает ab . Можно ли в выражении 7 ˆ 7 ˆ 7 ˆ 7 ˆ 7 ˆ 7 ˆ 7 двумя разными
способами расставить скобки так, чтобы порядок действий был вполне определён и
результаты были одинаковы?

А.К.Толпыго. Весенний тур XXX Турнира городов. Решение — в №6–2009

2132. На плоскости даны несколько точек, никакие три из которых не лежат на одной
прямой. Некоторые точки соединены отрезками. Любая прямая, не проходящая
через данные точки, пересекает чётное число отрезков. Докажите, что из каждой
точки выходит чётное число отрезков.

И.Богданов и Г.А.Гальперин. Весенний тур XXX Турнира городов. Решение — в №6–2009

2133. Замок обнесён круговой стеной с девятью башнями, на которых дежурят рыцари.
По истечении каждого часа все рыцари переходят на соседние башни, причём
каждый рыцарь всё время движется либо по часовой стрелке, либо против. За ночь
каждый рыцарь успевает подежурить на каждой башне. Был час, когда на каждой
башне дежурили хотя бы по два рыцаря, и был час, когда ровно на пяти башня
дежурили по одному рыцарю. Докажите, что был час, когда хотя бы на одной из
башен не было ни одного рыцаря.

М.Мурашкин. Весенний тур XXX Турнира городов. Решение — в №6–2009

2134. Три плоскости разрезают параллелепипед на восемь шестигранников, все грани
которых — четырёхугольники (каждая плоскость пересекает свои две пары проти-
воположных граней параллелепипеда и не пересекает две остальные грани). Дока-
жите, что если вокруг одного из шестигранников можно описать сферы, то и любой
другой шестигранник вписан в сферу.

В.В.Произволов. Весенний тур XXX Турнира городов. Решение — в №6–2009
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