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OSVOJOVANI VEDOMOSTI
O LINEARNICH FUNKCICH ZAKY GYMNAZIA

IRENA BUDINOVA

Kdyz jsem ucila asi druhym rokem matematiku na zakladni
skole, rekla mi v souvislosti s uc¢ivem o funkcich jedna pani uci-
telka: ,,Toho uciva, co by si zaci méli osvojit, je tak strasné moc.
A navic je to pro né tézké.“ Tento postfeh mé zaujal a od té doby
jsem se zacala zajimat o dalsi zkuSenosti s uc¢ivem funkeci mych
kolegi. Poslouchala jsem narky v kabinetu a zaznamenavala jsem
chyby, které zaci v tomto ucivu délali.

Kdyz jsem si vzpomnéla na své vlastni studium, uvédomila
jsem si, ze jsem funkce z duse nenavidéla. Co se tyka zakladni
skoly, ani se nepamatuji, ze by se o nich mluvilo. Zato zaplava
grafi na stfedni skole, které mi samy o sobé nedavaly viitbec Zadny
smysl, mé dokonale od porozuméni tomuto ucivu odradila. Na vy-
soké skole jsem sice zacala studovat fyziku, ale matematice jsem
se pochopitelnd nevyhnula. Umornym samostudiem jsem dohénéla
stiedoskolské (a mnohdy i zakladoskolské) studium a v patém roc-
niku jsem se pristihla pri tom, ze jsem ve funkcich nalezla zalibeni.

Mnohé ¢eské i zahranicni vyzkumy ukazuji, ze Zaci maji v ob-
lasti funkci mnoho $patnych predstav. Napr. vyzkum A. Kopéac-
kové (Kopackova, 2002, s. 157, Kopackova, 2003) poukazuje na
fakt, ze zaci maji ponékud zkreslené povédomi o tom, co je a neni
funkce. Napf. pri rozhodovani zakt o tom, ktery graf je ¢i neni gra-
fem funkce, hrédla roli znamost modelu, spojitost, symetrie, hlad-
kost grafu apod. Diskrétnost nebo konstantnost grafu vzbuzovala
v zacich pocit ,nefunkce”. Obdobné americky vyzkum (Carslon,
Oehrtman, 2005) odhalil, Ze Zaci konstantni funkci nepovazuji za
funkci, nebot ocekavaji, ze pfedpis funkce ma obsahovat symbol
»2 ze maji problémy s rozliSenim zavisle a nezavisle proménné,
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ze jejich predstavy o funkcich jsou omezeny na specifické funkce
(zejména linedrni a kvadratickou).

Pri vyuce na gymnaziu jsem dostala moznost dikladné se pro-
blematikou vyuky funkci zabyvat. Sestavila jsem jednak nékolik
didaktickych testil, kterymi jsem se snazila urcit hlavni nedostatky
ve védomostech a dovednostech zakil, také jsem vsak navrhla a re-
alizovala vyukovou metodu, kterou jsem zamyslela dosahnout lep-
sich studijnich vysledki u zakl. Stejné jako vysledky mé zajimal
priubéh vyuky, potize zakl s novymi pojmy nebo jejich schopnost
neformalné pracovat s prekoncepty.

P1i vyuce jsem po zacich pozadovala samostatnou praci. To se
zejména ze zacatku jevilo jako problematické jednak pro velkou
¢asovou narocnost a jednak proto, ze fada zaki o takovy pristup
vibec neméla zajem, radéji by néco opisovali z tabule nez béhem
vyuky premysleli. Ulohy, které jsem ve vyuce vyuzivala, jsem ¢és-
tecné vytvarela sama a ¢astecné jsem se inspirovala v ucebnici
pro gymnazia Funkce (Odvarko, 1993). Vyuka, kterd probihala
po dobu dvou mésici ve druhém roc¢niku gymnazia, se rozlozila
do nékolika fazi, které nyni popisu.

Faze 1: Osvojeni zakladnich pojmi

Zakladni pojmy (jako jsou nezdvisle a zavisle promeénna, defi-
ni¢ni obor, graf funkce apod.) byly zavedeny pomoci tloh, v nichz
meéli zaci moznost pouzit strategii feSeni bez vyuziti funkéniho
mysleni®.

1. Ucivo: Zavislosti dvou proménnych - vztah zdvisle a nezdvisle
promeénné. Jak poznat, kterd je ktera? Je podstalné je odlisSovat?
Graf funkce.

Metoda: Odvozovani zakladnich pojmii na ¢asovych zavislostech.

'Funkéni mysleni popisuje Smith (2003, in Blanton, Kaput, 2004,
s. 135) jako ,ndzorné mysleni, které se zaméruje na vztah mezi dvéma (nebo
vice) proménnymi a pro které funkce znamenaji ndzorny systém objeveny
nebo osvojeny détmi, ktery reprezentuje zobecnéni vztahu mezi velicinamai.”
V Ceské republice se funkénim myslenim zabyvaji napi. Eisenmann a Kopaé-
kova (Eisenmann 2005/2006, 2006, Eisenmann, Kopéackova, 2006).
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Uloha 1: Alice chodi na brigadu. Kazdy odpracovany den
vydéld primeérné 300 K¢. Zapi$ tabulku zavislosti vydéla-
nych penéz na poctu odpracovanych dnt a zakresli graf.

o Uloha 2: Béra zacala chodit na brigadu o 2 dny pozdéji, ale
denné vydéla primeérné 400 K¢. Zapis tabulku, zakresli graf
a zjisti, ktery den ma Bara stejné penéz jako Alice.

e Uloha 3: Alice chodila na brigadu 10 dnti a pak zacala penize
utracet. Za jak dlouho by vsechny utratila, kdyby denné
utratila priumérné 500 K¢? Zakresli graf.

e Uloha 4: Bara pracovala také 10 dnii. Kolik by mohla denné
utratit, aby vSechny penize utratila zaroven s Alici? Zakresli

graf.
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Obr. 1: Grafy pro ulohy 1-42

2Pro vétsi prehlednost je zde uveden spojnicovy graf. Pii praci v hodiné se-
strojili zaci graf pomoci izolovanych bodt (tak jak odpovida danému diskrét-
nimu jevu) a pri zobecnéni konkrétnich uloh na funkéni predpis jiz pracovali
se spojnicovym grafem.
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2. Ucivo: Funkcént predpis pomoci rovnice — pochopeni vyznamu
zdpisu y = ax -+ b.

Metoda: Zobecnéni vysledki predchozich priklad.

e Uloha 5: Nalezni funkéni predpis pro zavislost vydélanych
penéz na poctu odpracovanych dnt ve vsech predeslych pri-
padech.

3. Ucivo: Definicni obor a obor hodnot. Co je a neni funkce.

Metoda: Zavedeni dilezitych pojmt na konkrétnich prikladech,
kterym zaci porozumeéli.

e Uloha 6: Zapi$ defini¢éni obory (tj. vechny hodnoty, kte-
rych mize nabyvat nezavisle proménnd) a obory hodnot
(tj. vSechny hodnoty, kterych nabyva zavisle proménna) v pre-
deslych pripadech.

e Uloha 7: Zakresli graf se svislou usec¢kou a interpretuj jej?.

P1i feSeni téchto Uloh byl na zaky kladen pozadavek samo-
statné prace ve skupinach. Zaci méli moznost se mezi sebou do-
mlouvat, navrhovat a odivodnovat reseni. Pri této ¢innosti jsem je
pouze pozorovala, nezasahovala do ni, nekomentovala nespravua
feseni, protoze obvykle se nasel spoluzak, ktery upozornil, ze mys-
lenka neni spravna. Dusledkem tak bylo, ze vyfeSeni uvedenych
uloh bylo znac¢né ¢asové narocné.

Ze zaCatku museli byt zaci upozornéni na to, jak maji popiso-
vat osy. Bud je totiz nepopisovali viibec, nebo tak, jak byli zvykli
ze zakladni skoly — pismeny z a y. Takové oznaceni vsak neumozni
zpétné vydteni informaci z grafu. Zaci méli osy popisovat pomoci
wveliciny® i, jednotky“ (napf. vydélek v korundch). Zjistilo se, ze
zéci viibec netusi, jak maji poznat nezavisle a zavisle proménnou.
Vysvétlit jim, které proménné prislusi ktera osa, trvalo nékolik vy-
ucovacich hodin. Teprve po nékolika tydnech dokazali v podstaté

4Zaci si zakreslili graf, kde nezavislou proménnou byl ¢as a zdvislou
napf. vydélané penize. Dokazali vycist, ze podle grafu se svislou tiseckou sice
¢as neplyne, ale méni se mnozstvi vydélanych penéz, coz neni mozné.
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vsichni zaci spravné popsat osy a pochopili rozdil mezi nezavisle
a zavisle proménnou.

Pri feSeni zaci pouzivali vypoctovych metod nebo tabulky.
Napf. ulohu 3 zaci resili obvykle tak, ze nejdrive pomoci tabulky
zjistili, kolik penéz méla Alice po 10 dnech (je to 3000 K¢) a po-
tom uz jednoduse vydélili 3000 : 500, aby urcili, kolik dua by je
utracela.

U tlohy 5 si nékteri zaci vzpomnéli ze zakladni skoly, co je
to funkcéni predpis. Pokud ne, pripomnéla jsem jim, ze jestlize
si denné vydélam 300 K¢, za 2 dny je to 300 - 2 K¢, za « dnt
300 -z K¢. S vétsi ¢i mensi pomoci byli zaci schopni pochopit také
to, Zze pro Baru plati 400 (z — 2), protoze napriklad 5. uvazovany
den pracuje Bara teprve 3 dny. Pro zbytek pripadi uz byla vétsina
zakl schopna pracovat samostatneé.

Hlavni problém byl pro zaky v zakresleni grafu tak, aby se jim
cely vesel do sesitu. Jako by nedokazali dopredu premyslet o tom,
jaky je defini¢ni obor a obor hodnot funkce, zacali kreslit a teprve
potom zjistili, ze si graf Spatné rozmistili a museli zacit znovu.

Faze 2: Procvicovani pojmu

Prestoze se po urcité dobé zdalo, ze zaci jiz pojuy pochopili
a rozumi jim, pri procvicovani se vynorila cela rada dalsich pro-
blému. Jednalo se zejména o zapisy jako y = f(z), D(f) a H(f),
neustale zameénovali symboly = a €. Déle zaci zameénovali inter-
val a n-prvkovou mnozinu, takze pro dva grafy, z nichz jeden byl
zakreslen pomoci Gsecky a druhy pomoci tii bodu, zapsali na-
prosto stejné definiéni obory. Celkové méli problémy s chapanim
spojitosti a diskrétnosti, méli velké nedostatky v mnozinovych za-
pisech ({},(),=,€). To pro ucitele, ktery vidi jasny rozdil mezi
grafem spojitym a diskrétnim, neni zcela pochopitelné. Sama jsem
byla prekvapena tim, jak moc jsou zakim pojmy mnozinové ma-
tematiky cizi. Pokud jsem chtéla docilit toho, aby pro né ruzneé
formulované ulohy nebyly pouze velkym bludistém, znamenalo to
dalsi casové zdrzeni. Povazovala jsem vsak za dilezité opakovat
stejné Ulohy tak dlouho, jak bylo potifeba. Napr. velmi problema-
ticka byla tloha, kdy zaci méli z grafu na obr. 2 vycist nasledujici
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informace:

a) urcit D(f) a H(f),

b) urcit hodnotu funkce v bodech —2; —1 (stacilo priblizné od-
hadnout, zaci se obvykle bavili vymyslenim ¢isel jako [(—2) =
= 1,338}); 0.5; 1; 2,

¢) zjistit vSechna x € D(f), pro kterd je f(x) = —~2;0;1;2;3.

ANf(x)

Ry

Obr. 2

Faze 3: Pouzivani dynamickych postupu® pri
zakreslovani grafit elementarnich funkeci
Pri odvozovani zakonitosti pro linearni funkci jsme se vratili
k reseni aplikacnich tloh. Ukolem bylo zakreslit graf, ur¢it funkéni
predpis a defini¢ni obor funkce.
Do jednoho grafu zakresli nasledujici zavislosti:

5Dynamickymi postupy myslime postupy, pfi nichz je pouzivano funkéniho
mys$leni, zatimco statické postupy nahrazuji funkéni mysleni jinymi vypocto-
vymi metodami (Budinova, 2010, s. 26). NapF. pfi zakreslovani grafu linearni
funkce muze zak postupovat tak, ze ziskd souradnice bodi dosazenim nékolika
diskrétnich hodnot za proménnou z (staticky postup), nebo Ze chape vyznam
symbold ve formuli y = az + b a graf zakresli bez dosazovani konkrétnich
hodnot (dynamicky postup).
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a) Do bazénu pritékéa voda rychlosti 40 1/min, na zacatku je ba-
zén prazdny. Objem bazénu je 5000 1. (V(¢) = 40t, D(V) =
= (0; 125))

b) Do bazénu pritéka voda rychlosti 50 1/min, pritéka o 30 min. poz-
déji nez do bazénu a). (V(¢) = 50(t —30), D(V') = (30; 130))

¢) Do bazénu pritéka voda rychlosti 45 1/min, na pocatku pl-
néni bylo v bazénu 500 1 vody. (V (t) = 45t + 500, D(V) =
= (0;100))

d) Z bazénu a) zac¢ind po naplnéni voda vytékat rychlosti 50 1/min.
(V(t) = 50t 4+ 5000, D(V) = (0;100), pokud by gral zakres-
lovali do stejného obrazku jako v ¢asti a), pak V(1) = 50(¢ —
—125) + 5000, D(V) = (125;225))
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Obr. 3: Grafy pro zavislosti a)-d)

Zaci na zakladé téchto uloh pochopili vyznam koeficienti v za-
pise y = ax + b a souvislost s grafem. Dluzno poznamenat, ze
spravna reSeni byla vétSina zakt schopna urcovat samostatneé.

V ucivu linedrnich funkei jsem od studentt od poc¢atku poza-
dovala, aby graf nezakreslovali pomoci bodt, ale rovnou ze zapisu
y = ax + b, ze kterého ur¢i smérnici a posunuti. Tento postup
je vyhodny pro dalsi funkce a lze jej pouzit jako Sablonu, nebot
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vSechny dalsi funkce se chovaji obdobné. Mnohem sndaze si proto
zapamatovali i zakreslovani grafi dalsich elementarnich funkei,

Na prikladu funkce y = 22 + 1 ukazeme, jakym zplsoben
studenti postupovali:

a)
b)

Nakreslili graf funkce y = «.

Nakreslili graf funkce y = 2z, ktery ma oproti predchozi
funkci dvojnasobnou smérnici. Na tento fakt pfisli bez vét-
sich potizi sami zaci, nebot pro né nebyl problém predstavit
si, ze tato funkce roste dvakrat rychleji.

Nakreslili graf funkce y = 22 + 1, ktery je oproti predcho-
zimu posunut o 1 na ose y. Tento fakt vyplynul z aplikac¢nich
uloh, kdy zaci sami ucinili zavér, co ve funkénim predpisu
znamend koeficient b. Také byli upozornéni, ze zapis si mi-
zou prepsat jako y = 2(z + é—) z Cehoz poznaji posunuti po
ose x. I tento fakt vyplynul z aplika¢nich uloh,

Dale méli zaci u kazdého zadani urcit vlastnosti funkce.

Tento postup ma vyuziti i u nékterych dalsich elementarnich
funkci, se kterymi se zaci seznamuji na gymnaziu. Pokud se od
zacatku dba na to, aby zaci pouzivali dynamické postupy a ne-
zakreslovali graty pomoci nékolika bodu, které se spoji, muze se
predejit napr. tomu, ze zaci u linearné lomené funkce dosadi dve
nebo tri hodnoty za x a ziskané body spoji jedinou kiivkou, jak
se s tim casto setkdvam a jak to ukazuje obr. 4.
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Obr. 4
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ZAaveér

Prestoze na zacatku doslo k velkému casovému zdrzeni (i pri
casové dotaci 4 hodiny matematiky tydné), pozdéji jsem meéla do-
jem, ze zaci dokazi daleko rychleji uchopit nové ucivo. Proto ko-
necna casova ztrata oproti uc¢ebnimu planu byla nulova.

Na zéavér jsem pouzila didakticky test k ovéreni osvojenych
védomosti. Test sestaval z problémové tlohy®, dale méli zaci na
zakladé grafu urcit definiéni obor funkce, funkcéni hodnoty v ur-
¢itych bodech a naopak pro funkéni hodnoty najit prislusna .,
zakreslit nékolik grafl linearni funkce, kvadratické funkce a line-
arné lomené funkce (rizné obtiznosti) a urcit jejich vlastnosti.

Zaci ve velké vét$iné vyuzivali pro feseni tloh dynamickych
postupilt, neméli vétsi problémy s urcenim defini¢niho oboru nebo
oboru hodnot funkce, se ¢tenim udaju z grafu, at uz slo o urco-
vani hodnot nezavisle nebo zavisle proménné (ve vsech pripadech
vzdy jen nékolik zakua tridy feSeni neumélo najit nebo v ném uci-
nili néjakou chybu). Také pfi zakreslovani graft funkci a urcovani
jejich vlastnosti byli velmi Gspésni. 1 nadale vsak byly pro zaky
obtizné problémové formulované tilohy, prestoze se s nimi setkavali
po celou dobu vyukové metody. Zaci stale upiednostiiovali tlohy,
u nichz je mozno presné kopirovat urcity algoritmus.

Prestoze se jednalo o pomérné kratkodobou sondu do vyukové
metody, kterda byla uplatnéna na omezeném poctu zaki (1 tiida,
30 zakt), domnivam se, ze zavéry zde uvedené by stalo za to ovéro-
vat na dalsich zacich. Pii vyuce jsem se totiz setkala s tim, ze zaci
dokazali po urcité dobé sami formulovat své myslenky v oblasti
funkéniho mysleni a projevovali pomeérné vysokou miru samostat-
nosti pri reseni uloh.

6Problémové formulovana tloha: Pan Hrusgka se rozhoduje, zda mé koupit
jablka v mistnim zelinarstvi, kde stoji 25 K¢ jeden kilogram, nebo jet na
farmu, kde stejna jablka prodavaji za 15 K¢ za jeden kilogram, ale za cestu
by zaplatil 250 K¢. Pri jakém mnozstvi jablek se mu vyplati jet na farmu?
Zapi$ predpis pro funkcéni zavislosti ceny na mnozstvi jablek. Zakresli graf
téchto zavislosti.



22

IRENA BUDINOVA

Literatura

1]

9]

Blanton, M. L., Kaput, J. J., Elementary Grades Students’
Capacity for Functional Thinking., In Proceedings of the
28th Conference of the International Group for the Psycho-
logy of Mathematics Fducation. University of Massachusetts
Dartmouth, 2004, 135-142.

Budinova, 1., Vazba mezi systémem vzdéluvacich cili a redl-
nych vijukovych vistupt na prikladu uciva o funkeich na 78S,
Diserta¢ni prace, Brno, 2010.

Carlson, M., Oehrtman, M., Key Aspect of Knowing
and Learning the Concept of Function, In MAA online,
http://www.maa.org/t.and 1/sampler/research. sampler.html,
2005.

Eisenmann, P., Test funk¢niho mysleni zakt a studenti, Ma-
tematika — fyzika — informatika 15(2005/2006), 323-327.
Eisenmann, P., Moznosti rozvoje funk¢niho mysleni zakt ve
vyuce matematiky na zakladni skole, In Sbornik prispévki
celostatni konference Jak ucit matematice Zaky ve véku 11-15
let, JCMF, Hradec Kralové, 2006, 53-62.

Eisenmann, P., Kopackova, A., Rozvoj funkcéniho mysleni ve
vyuce matematiky na zdkladni skole, Studijni materialy k pro-
jektu Podil uéitele matematiky ZS na tvorbé SVP Praha.,
JCMF, 2006.

Kopackova, A., Nejen zakovské predstavy o funkcich, Pokroky
matematiky, fyziky a astronomie 47(2002), Praha, 149-161.
Kopackova, A., How Not Only Czech Students Think about
Functions, The Autumn Conference in Mathematics [Sdu-
cation Praha, 2003, 47-52.

Odvarko, O., Matematika pro gymndzia: I'unkce, Praha, Pro-
metheus, 1993.

Mgr. Irena Budinova, Ph.D.

Katedra matematiky Pedl” MU, Porici 31
603 00 Brno

e-mail: sytarova@ped.muni.cz



