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OSVOJo 'vÁNlv:f~l)O 'MOS ~rí

O ,LINl~Á]lNíC~ lI ]~lJNKC.í:Cll ŽAl{'Y C; YMN'AZLA

I IlbN A ]3UDÍ NovÁ

Když j sem uč i la asi druhým rokem matemat.iku na základní
škole, řekla m i v so uvis losti s u čivem o funkcích jedn a paní uči­

telka: "l-'oho učiva , co by si žáci méli osvoj it, je tak strašn é l110C.

A navíc j e to pro ně těžké ." lento postřeh mé zaujal a od t. '. doby
jsem se začala zaj ímat o d al ší zkušenosti s u čivem fu nkcí m ých
kolegů. P oslouchala j sem nářky v ka binet u a zaznamen áva la jsem
chy by, k t eré ž áci v t0111tO učivu dělal i.

Když j sem si v zpomn ě l a na své vlastni studium , u v ě domila

j sem si, že j sem funkce z duše nen ávid éla. Co se t ,ýká základní

ško ly, ani se nepamatuj i, že by se o n ich m luvilo. Za to záplava
grafů na střední škole , k t eré m i samy o sobě nedávaly v ůbec žádn ý
smysl, mé dokonale o d porozum ěni tomuto uči vu od rad ila. Na vy­
so ké ško le j sem sice začala studovat fyz iku, a le matemat ice jsem
se pochopi telně nevyhnula . Úl110rnýl11 samostudiem jsem doháněla

středoškolské (a m noh dy i z áklado školské ) stud ium a v p át ém roč­

níku j sem se přistihla při tom, že j sem ve funkcích nalezla zalibení.
Mnoh é české i zahraniční v ýzkumy ukazuj i, že žáci mají v oh­

last.i funkcí 111110ho špa tných předs tav. Např . vÝ'ZkU1l1 A . Kopáč­
kové (Kopá čkov á, 2002 , s . 157, Kopáčková" 2003) p ouka zuj e na
fakt , že žáci mají poněkud zkresle né pov édom í o tom, co j e a. není

funkce . Např. při rozhodování žáků o tom, k terý graf je či není gra­
Ieru funkce , hrála roli zn ámos t modelu , sp oj itost, symetrie, hl a d­
kos t grafu apod. Diskrétnost nebo kons t a n t nos t grafu vzbuzo val a
v žácích pocit "n efun kce" . Obdobn ě americk ý výzkurn (Ca,rslon ,
Oehrtman, 2005) odhalil , že žáci konstantní funkci nepova žují za
funkci, neboť očekávají , že předpis funkce 111á o bsahovat symbol
"x", že mají problémy s rozlišením závisle a nez ávisle prom ěnn é ,
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že jejich představy o funkcích jsou omezeny na specifické funkce
(zejména lineární a kvadratickou).

Při výuce na gymnáziu jsem dostala mo žnos t d ůkladn é se pro­
blematikou výuky funkcí zabývat. Sest avila jsem jednak několik

didaktických tes t ů , kterými jsem se snažila určit hlavní nedost.atk y
ve vědomostech a dovednostech ž á ků, t aké jsem všaknav rhla a re­
alizovala výukovou metodu , kterou jsem zamý šlela dosáhnou 1. lep­
ších studijních výsledků u žáků . Stej ně jako výsledky m ě zajil ual
průběh výuky, potíže žáků s nov ými pojmy nebo jeji ch scho pnos t,
neformáln ě pracovat s prekoncepty.

Při výuce jsem po žácích požadoval a samostatnou práci. To se
zejména ze začátku jevilo jako problematick é jednak pro velkou
časovou náročnost a jednak proto , že řada žáků o takový přístup

vůbec neměla zájem, raději by něco opisovali z t abu le než b ěhem

výuky p řemý šleli, Úlohy, které jsem ve výuce využíval a , jsem č:ás­

tečně vytvářela sama a částečně j sem se inspirovala \' u č eb nici

pro gym ná zia Funkce (Odvár ko, 1993). V ýuka , k t er á pro bíhala
po dobu dvou m ěsíc ů ve druh ém ročníku gymná zia, se roz lo žila
do několika fází , k ter é nyní popíšu.

Základní pojmy (jako jsou nezávisle a závisle prorn énn á, defi­
niční obor, graf funkce apod.) byly zavedeny pomocí úloh , v nichž
měli žáci možnost použít strategií řešení bez využi tí Iunk čniho

myšlení".

1. Učivo: Závislosti dvou prom ěruuicli - 'Vztah ztunsle a u eztiuislc
prom ěnné. J ak poznat, kter á j e kteni? Je podstatné je odli šouat ?
Cra] funkc e.

Meto da: Odvozování základních pojm ů na časových závislostech .

1 Funkčn í rn yš lení popisuj e Smith (2003 , in Blanton , Kapu t , 2004,
s. 135) jako "názoTné trnj šlerii, které se zaměruje na uztali mezi du ěma (ne bo
více) proměruurmi a pro které [unkce znameruiji názorný sustem olijeueru]
nebo osvojený d ětmi, který reprezentuje zobecněni vztahu mezi ueli čiriami : "

V Česk é republice se funkčním my šlen ím zabývají např. E ise n rn a n n a Kopáč­

ková (Eisenrnann 2005/2006, 2006, Eisemuann , Kopáčková , 2006) .
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• Úloha 1: Alice chodí na brigádu. Každý o lpra .ovarré d -fl

vydělá pr ůměrn é 300 K č. Zapiš tabulku z ávislost i vycl ě l a-

ný ch peněz na počtu odpracovan ých dnů a, zakrc I .li graf.

• Úloha 2: Bára začala chod it na. brigádu o 2 lny pozd "'j i, al e
denně vydělá pr ůměrn ě 400 Kč. Zapi š tabulku, zakres l i graf
a zjisti, který den 111á Bára stejně p něz j ako Alice.

• Úloha 3: Alice chodila na brigádu 10 dnů a pak začala peníze
utrácet. Za jak dlouho by všechny utra til a , kd yby I 1111 ~

utratila průmčrn é 500 Kč? Zakresli graf.

• Úloha 4: Bára pracovala také 10 dnů . Kolik by mohla ien n ~

ut.rati t., aby všechny peníze utratila zá roveň s Alicí? Zakl" sli
graf.

f(x)
( V /t(t~';)

4DD-D «, •. • • .' , \ ..' , '

Jí.ma·:...

it !. ) '1; •.~;()): 1.~ i (J ) ..::;(((i
. "" " . "" .7. 9"' '''''.''' '' '' ••

>:1 6 ·E ro 12 ľ4

Obr. 1: Grafy pro úlohy 1-42

2Pro větší přehlednost je zde uveden spojnicový graf. Při práci v hodině se­
strojili žáci graf pomocí izolovaných bodů (tak jak odpovídá dan ému diskrét­
nimu jevu) a při zobecnění konkrétních úloh na funkční předpis již pracovali
se spojnicovým grafem.
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2. lJčivo: Funkční předpis pomoc'[ rovnice - pochopení vÚZnanL'LL
zápisu y == ax -t- b.

M etoda: Zobecněn í výsledků předchozích p říklad ů.

• Úloha 5: Nalezni funkční předpis pro závislost vyd élanych
peněz n a počtu odpracovaných dn ů ve všech p ř ede šlých pří­

padech.

3 . 'Učivo : Definiční ObOT a Ob OT hodn ot . Co je a není [unkce.

Metoda: Zaveden í dů lež it ých pojm ů na konkré tn ích příkladech ,

kter ým žáci porozumě li .

• Úloha 6: Zap iš definiční obory (tj. všechny hodnoty, kte­
rých 111ŮŽe nabývat nezávisle prorn énná ) fl, obory hodnot.
(tj, všechny hodnoty, kterých nabývá závisle proui čun á . ) v pře­

dešlých případech.

• Úloha 7: Za kresli graf se svislou úsečkou a in ter p re t uj j ej 4 .

P ř i řešení těchto úloh byl na žáky kladen po žadavek SčUllO­

statné práce ve skupinách. Žáci m éli 1110Žnost se mezi sebou do ­
11110uvat, navrhovat a odů vod ňovat řešení. Př i této činnosti jsem je
pouze pozorovala, nezasahovala do ní, nekomentovala nesprávná
řešení, protože obvykle se našel spolužák, který upozornil , že 111YŠ­

lenka není správná. Důsledkem tak bylo, že vyřešení uved en ých
ú loh bylo značně časově náročné.

Ze začátku musel i být ž áci upozorněni na to , jak maj í popiso­
vat osy. Bud' je totiž nepopisovali v ůbec , nebo tak , jak byli zvy klí
ze základní školy - p ísmeny ;E a y. Takové označení však neumo žní
zpětné vyčtení informací z grafu. Žáci m éli osy popisovat pomocí
"vel i č iny" i " jednot ky" (např . výdělek v korunách). Zjistilo se: že
žáci vůbec netuší, jak mají poznat nezávisle a závisle proměnnou .

Vysvětlit jim, které proměnné přísluší která osa, t rva lo několik vy­
učovacích hodin. Teprve po několika týdnech dokázali v podstat ě

4Žáci si zakreslili gr af , kd e nezávislou proměnnou byl čas Cl závislou
např . vydělané peníze. Dokázali vyčíst , že podle gra fu se svislou úse č ko u s ice
čas neplyne, ale m ění se množství vydělaných peněz , což není mo žn é.
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všichni žáci správně popsat osy a p och opili rozdíl rnez i ll ' záv is l
a závisle proměnnou.

P ři řešení žáci p oužívali výpočtový h metod nebo tab u lky.
Nap ř. úlohu 3 žáci řešili obvykle tak , že nejdříve p ornocí tabu lky
zjistili, kolik peněz měla Alice po 10 dnech (je to 3000 K č ) Cl. po­
1'.0111 už j ednoduše vydělili 3000 : 500 , aby určili , kolik dn ů by j .
utrácela.

U úlohy 5 si někteří žáci vzpomn ěli ze zák ladní ško ly, co je
to funkční předpis. Pokud ne, přrpomn éla j sem jim, že j s t.liže

si denuě vyděláni 300 K č , za 2 dny je to 300 . 2 K č , za x dn ů

300' ;r K č. S větší či m enší pomocí byli žáci schopni poch opit té k ~

to , že pro Báru platí 400 . (x - 2), protože například 5. uva žovaný
den pracuje Bára t eprve 3 dny. Pro zbytek případů už byl a většina

ž á k ů schopna pracovat samostatně.

Hlavní probl ém byl pro žáky v zakres len í grafu tak , a by S ::l ji m
ce lý vešel do sešitu. Jako by nedokázali dopředu p řem ý šle t o to ru,
j aký je defini ční obor a obor hodnot funkce, začali kresli t. a t.-prv .
potorn zj is t ili, že si graf špatně rozrn íst.ili a museli z ačí t znov u .

Fáze 2 : Pr-ocvičcv áni pojmů

P řesto ž e se p o urči té době zd á lo , že žáci ji ž pojmy p ochopil i
H, rozumi jim, při procvičování se vynořila ce lá řada d al ší ch p ro­
bl ém ů. J ednalo se zejména o zápisy jako y == f (;E) , D(f ) a H(t),
neustále zam ě ňovali symboly == a E . Dále žác! zam éúova li in ter­

va l a n -p rvkovo u množinu, tak že pro dva grafy, z ni ch ž jeden byl
zak reslen pomoci úsečky (:1, druhy pomocí tří bod ů , zapsali 1l<J­

prosto stej né definiční obory. Celkově m ěli probl émy s chá páním
spoj itost i a di skrétnos ti , mé li ve lké ned ost a tky v množ inov ých zá­
pi sech ({} , ( ), == , E). 1'0 pro uči tele , kt.er ý vidí jasn ý rozdíl mezi
gr a fem spoj itý m a diskrétním , není zcela p ochopi telné . Sama jsem
byla překvapena tí m, jak 1110C jsou žá kům pojmy mno žinov é ln a ­

tematiky cizí. Pokud jsem chtěla docíli t t oho , aby pro ně různě

formulované úlohy nebyly pouze velkým bludišt ěm , znamenalo to

další časové zdržení. Považovala jsem však za důleži té opako vat
stej né úlohy tak dlouho , j ak bylo potřeba. Např. ve lmi pro bl em a­
t.ick á byl a úl oha , kdy žáci m ěli z grafu na obr. 2 vyčíst násl edující
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informace:
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a) určit O(f) a H(f) ,

b) určit hodnotu funkce v bodech - 2; - 1 (s ta č i lo p ři bližn « od­
hadnout, žáci se obvykle bavili vymy šlením č í se l jako f( - 2) :=

== 1,333) ; 0 ,5; 1; 2,

c) zji sti t všechna x E D(f) , pro která je f (:.c) == ---2; O; 1; 2; ~) .

f ( :1:)

2

- 3 o

Obr. 2

Fáze 8: Použív áni dynamick ých 1)()stlIIJl15 př i
zakreslov áni grafů elcmorrtárnich funkcí

Při odvozování zákonitostí pro lineární funkci jsrn e se vrátil:
k řešení aplikačních úloh. Úkolem bylo zakreslit graf, určit funkční

předpis a definiční obor funkce .
Do jednoho grafu zakresli následující závislosti:

5 Dynamickými postupy myslíme postupy, při nichž je používáno funkčního

myšlení, zatímco statické postupy nahrazují funkční my šleni jiuýrn i výpočto­
výrni metodami (Budínová, 2010 , s. 26) . Např. při zakreslování grafu lineární
funkce mů že žák postupovat tak, že získá souřadnice bodů dosazeníru několika

diskrétních hodnot za proměnnou x (statický postup) , nebo že chápe význarn
symbolů ve formuli y = ax + b a graf zakreslí bez dosazování konkrétních
hodnot (dynamický postup).
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a) ])0 baz énu přit. éká voda rychlos tí 40 l/lllin , na začátku j \ 1)' ,­
zén prázdný. Objem bazénu j 5 000 1. (VCt) == lIDi D( \/ ) :-=

== (O; 125))

b) ])0 bazénu přitéká voda rychlostí 50 l/lnin , př it éká o ·-{O m in . poz­

ději než do bazénu a) . (V (t) == 50(t - 30), D(V ) == (:30; 130 ))

c) Do bazénu p ř it ók á voda rychlostí 45 l/ rnin: n a po čá rku p l­

nění bylo v bazénu 500 1 vo dy. eV (t) == 45t .+ 500, o(V ) =::

== (O; 100))

cl ) Z bazénu a ) začíná po naplnění vod a. vytékat ry chlos tí 50 l/nl in .
(V (t) == 50L -t- 5000, D(V) == (O; 100), pokud by g raJ zakres­
lovali do stejného obrázku jako v čás t i a) , pak V Cl) == 50( t -
- 125) -t~ 5000 , D(V) == (125; 225))

zoo- .

.'.
..­... ..,.

Obr. 3: Grafy pro závislosti a )--d)

Žáci na základě těchto úloh pochopili význam koeficientů v zá­
pise y == ax + b cl souvislost s grafem. Dlužno poznamenat. že
správná řešení byla většina žáků schopna určovat samostatně.

V učivu lineárních funkcí jsem ocl student ů od počátku poža­
dovala, aby graf nezakreslovali pomocí bodů, ale rovnou ze zápisu
y == ax + b, ze kterého určí směrnici a posunutí. lento postup
je výhodný pro další funkce a lze jej použít jako šablonu, nebof
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všechny další funkce se chovaj í obdobně . M nohem sn áze s i p roto
zapamatovali i zakreslování graf ů další ch elementá rních fu nkcí .

a příkladu funkce y == 2 ~]; -f- 1 uk ážem e, jak ým zp ůsobem

studenti postupovali:

a) Nakreslili graf funkce y == x .

b ) Nakreslili graf funkce y == 2x , k t cr}r m á op rot i předchozí

funkci dvojnásobnou sm érnici. Na tento fakt přišli bez vět­

ších potíží sam i žá ci , neboť pro ně n ebyl probl ém p ř eds tavit

si , že tato funkce ros te dvakrát rychleji.

c ) Nakreslili graf funkce 'U == 2.7: -I- 1, který je o p ro ti p ředeno­

zírnu posunut o 1 na ose y. Tento fakt vyplynul z ap l i ka č nic l:

úloh , kdy žáci sami učinili závěr , co ve funkčnírn p ř edpisu

znamená ko eficient b. Tak é byli upozorněni , že zápis s i rnú­

žou přepsat jako y == 2(x -I- -1), z čehož poznají p osunu t í po
os e x . I t ento fakt vyplynul z aplikačních úloh.

Dále měli žáci II každého zadání určit vlastnosti funkce.

T ento postup má využi tí i u některých d al ší ch element.á ruich
funkcí , s e kter ými se žáci seznamují na gYlllnáziu. P okud se od
za čá tk u dbá n a to, a by žáci používali dynamick é p os t upy Cl nc­
zakreslovali grafy pomocí několika bod ů , k teré se spojí , mů ž e se

předejí t např. tornu , že žá ci II lineárně lornené funkce dosadí dvě

nebo t ř i hodnoty za x a získané body spojí j edinou k řivkou. jak
se s t ím často setkáv ám a jak to ukazuje o br. 4 .

.,. ,~ ,{

~
?·A.

j o't..i - i

Obr. 4
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P řesto ž e na za č átku došlo k velk ému ča 'ovérnu zdrž iui (i při

časové dotaci 4 hodiny matematiky týdně } , později jsem m ěl a do­

jem, že žáci dokáží daleko rychleji uch opi t nov é učivo. I ro t o k ­
ne čná časová ztráta oproti u čebnímu plánu byla. nul ov á.

Na závěr jsem použila didaktick ý tes t k ov ěřen i osvojen ý h
vědomost í. Test sestával z probl émov é úlohy", d ál e m éli žác i na

základě grafu určit definiční obor funkc , Iunkcni ho lno ty v ur­
č i tých bodech a naopak pro funkční hodnoty najít p ř i slušn á .c;
zakreslit několik grafů lineární funkce , kvadra ti ck é Iunkc J a line­
árně lomené funkce (r ůzné obtižuost.i ) a urči t jeji ch vla: t.nos t.i.

Žáci ve velké většině využívali pro řešení úloh dynamick ých
postup ů , nem čli větší probl émy s ur čením definičního o bor u nebo
oboru hodno t funkce , se č ten ím údaj ů z grafu, a f u ž š lo o určo­

vání hodnot nezávisle nebo závisl e proměnn é (ve všech p ř ípadech

vždy jen několik žáků třídy řešení neumělo nají t nebo v n éru uči­

nili nějakou chy bu) . Tak é při zakreslování grafů funk cí a určován í

j ejich vl astností byli velmi úspěšní. I nadál e však byl y p ro žáky
o btížné probl émově formulovan éúlohy, p řesto ž e se s ni mi set.k áva li
po celou dobu vyukov é m etody. Žáci stál e up řednost ň oval i ÚlO]lY,

u nich ž je l1l 0 ŽnO přesně kopírovat ur či t ý a lgo r it m us .
Přestože se jednalo o p omém é krátkodobou so nd u d o vý u kové

m etody, k terá byl a uplatněna na omezené m po č tu ž á ků (1 třída

30 ž á ků ) , dOllU1Í v ám se , že závěry zde uv edené by stálo za to ověřo­

vat na d al ších žácích . Při výuce jsem se tot iž setkala s tí m , že žáci
d okázali p o urči té době sami formulova t své myšlenky v oblas t i
funkčního my šlení a proj evovali poměrn ě vysoko u mí ru samost.at-

nos ti při řešen í úl oh.

6 Probl émov ě Iormulovan á úl oh a: Pan řl r uška se rozhoduje , zela m á koupi t

j a blka v m is t. n irn zc l inářstv i, kd e stojí 25 Kč jed en ki logram, nebo jet 11a

Farmu , kde stejn á j a blka prodávají za 15 Kč za jed en kilogta.m, a le za cestu
by zapl ati l 250 Kč. Při j ak ém m no žst ví j a bl ek se m u vypl a tí j el na Ia r ruu?
Zapiš predpis pro funkčn í záv is lost i ceny na mno žství j ablek. Zakres li gl'a,f
těchto závislostí.
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