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POZORUHODNE VYRAZY: KAZDY SI MUZE
SESTROJIT SVOJI ,ROVNOST“!

VLASTIMIL DLAB!

Patrné jste se uz setkali s podivnym (,,pseudomatematickym®)
vyrazem

1+\/1+\/1+\/1+W:1+\/5-, (1)

+111 /
222

30+\/::>0+§'/30+ {/30+ V30 + - =

N =

anebo

12+5\/12+5\3/12+5\3/12+5\3/12+---

Cislo 1_+23§ ve vyrazu (1) je kladny kofen kvadratické rovnice
x° = x + 1, tak zvané zlaté cislo. Vyraz (1) pfi tom pfedstavuje
nasledujici (matematické) tvrzeni:

2

1Tento pfispévek volné navazuje na ¢lanek E. Caldy uvedeny v literatufe.
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Je-liag=+vV1 a apn=+T+an_1 pron > 2, potom

, 1++5
B @y = )
n—oo 2

Vyraz (1) by tedy mohl byt ponékud srozumitelnéji zapsan
takto:

1441+ ---¢1+\/1+\/1+\/T = 1+2‘/5. (2)

A podobné by mohly byt zapsany ostatni shora uvedené vy-
razy.

Tyto vyrazy (a jim podobné) lehce zbavime jejich mystiky a za-
roven popiseme postup, jak je vytvaret. Ve plyne z nasledujiciho
tvrzeni (které je mozno riiznym zplsobem zobecliovat a upfesiio-
vat).

Necht f je rostouci spojitd funkce definovand pro véechna ne-
zapornd redlnd ¢isla x > 0. Necht f(0) > 0 a necht existuje prdvé
jedno redlné ¢&islo v, pro néz f(r) =r.

Definujme ndsledugjici rekurentni posloupnost {a, | 0 < n}:
Zvolme libovolné ay > 0 a poloZme any1 = f(an) pro n > 0.
Potom

lim a, = r.
n—oo

Diikaz plyne bezprostiedné z nasledujiciho obrazku.
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Graf funkce y = f(z) a funkce y = z

Obrézek ukazuje, ze pro posloupnost {a,} nastavaji t¥i moz-
nosti: posloupnost je rostouci pro ag < r, stacionarni pro ag = r
(tj. ap, = 7 pro vSechna n) a klesajici pro ag > r (na obrazku
oznacené ay).

Ve vsech pripadech postupujeme stejné. Omezena monotonni
posloupnost mé (kone¢nou) limitu. Oznacme ji s. Jelikoz je fun-
kce f spojita,

lim a, =s implikuje lim f(a,) = f(s).

n—oo n—oo
Posloupnosti {a, | n > 1} a {f(an) | n > 0} jsou vsSak iden-
tické, a tedy je f(s) = s. V disledku naseho predpokladu proto
dostavame rovnost s = r, ¢imz je tvrzeni dokazano.

Vratme se k na$im vyraztim. Nyni staéi napf. zvolit funkci
f(x) = Vx+1aag = f(0), abychom dostali vyraz (2). Pozna-
menejme, Ze v posloupnosti {a,} miZeme zaménit koneény pocet
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Cleni, aniz bychom zménili jeji limitu. Tedy napft.

--\1+ 144]:- 1+\/1+\/100000+\/7r+\/0.277:

Zcela obecné, pro libovolné prirozené cislo k > 2, polozme
f(z) = Vax + b, kde a>0,b> 0 jsou libovolna realné ¢isla.

Pro k = 2 tedy dostavame vyraz

--\b+a b+arl---a b+a\/b+a\/b+a’\/b+a\/5=

_a+\/a2+4b
= - ,
a specialné proa = b = %,
11 1,141 141 1/1 1 n_
sz 22222222\/2—

Pro libovolné kladné realné cislo r, libovolné 0 < a <r a
b=r(r-a),

b+a\...a\|b+a\/b+a\/b+a\/b+a\/5 = r; (3)



210 VLASTIMIL DLAB

napf. pro libovolné celé ¢islor > 2, a=1,b=1r(r —1) je

---\b+ b+ ---\Jb+\/b+\/b+\/b+\/5 = 7.

Tedy

--\2+ 2 + ---\J2+\/2+\/2+\/2+\/§ = 7,

--\6+ 6 + ---\J6+\/6+\/6+\/6+\/5:3 atd.

Obecnéji,

--\3+2 3+2 ---2J3+2\/3+2\/3+2\/3+2\/§ = 3,

10+ 3 1o+3\]---3\/10+3\/10+3\/1‘0+3\/16: 5.

Vyraz (3) lze téz obdrZet volbou libovolného éisla 0 < b < r? a
2-b
o= :
r
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Pro k£ > 2 dostavame dalsi neomezené mozZnosti voleb éisel r, a
a b. Uvedme alespori nékolik pfikladi. Pro libovolné kladné realné
Cislo r je

k

k k k K " .
b+ Al \|b+ \/b+ \/b+ Vo+ Vo = 1,

kde b = r¥ — r. To odpovid4 funkci f(z) = v/ +b pro b > 0.
Napr.

3 3 3 5
A6+ Al 6+\/6+§/6+\3/6+€/6—_—2,

[}

5 5 5 o
.\240+ 240 + ---\/240+ \/240+ V240 + Y220 = 3,

nebo

©

9 9 9 ——
-\510+ 510 + ---\/510+§/510+§‘/510+€/510:2.

Poznamenejme, Ze pro k = 1 je nutné predpokladat 0 < a < 1.
Potom dostaneme nasim postupem soucet geometrické rady

b

1—-a

(«++a"+--+at+a*+a+1)b=

wews

funkce

flz) = \/c+\/a,:v—+b
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prinasi do vyrazl nové prvky. Sestrojte si svoji ,,rovnost*!

Zavérecna poznamka. Vyrazy zcela jiného typu obdrzime napft. vol-
bou

1
f(x) =2® +a pro OSG<Z'

1 9-42 9 5
Pro a = 3 a 4\/_ <d< V2 dostavame
172 1372 1,2 14\2 2 — V2
g 4 * L : - —
( (((d+8) +8) +8)+ +8>+ 1
1 3
P — e @ - L sl
Io a 16&4_d<4je
372 3\2 32 2 1
42 _) - L
( ((( +16 +16) +16) + +16) 4
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ABSTRACT

The article presents a theorem which concerns functions and sequen-
ces. This theorem can be used in order to create equalities with
a fractional numerical expression or a natural number on the one
side and a nested radical on the other.



