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NEJKRATSI SPOJNICE VRCHOLU CTVERCE

DAG HRUBY, MARTINA KASPAROVA

Uvod

Predlozena tloha je ukazkou propojeni nékolika matematickych
disciplin — geometrie, algebry a matematické analyzy. Zasvéceni
by dokézali formulovat danou tlohu ve smyslu teorie grafii. Uloha
ma komplexni charakter, je ukazkou reseni problému vice zpiisoby.
Vedlejsim produktem tulohy je zajimava goniometrickd nerovnost:

2 —sing
Vo e (0,%): — > 3
»€(0,%) cos @ > V3

Uloha

Uvnitt ¢tverce ABC'D o strané délky 1 najdéte body E, F tak,
aby byl soucet

| = |AE| + |DE| + |EF| + |BF| + |CF|
co nejmensi.

D C

A B

Prvni zpusob feSeni

Pii reSeni budeme predpokladat, ze hledané body E, F' lezi na
primce prochéazejici stfedem ctverce rovnobézné se stranou AB.
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Body umistime symetricky podle stiedu ctverce. V takovém pfi-
padé pro body E, F' plati

|AE| = |DE| = |BF| = |CF|.
Vyraz pro soucet lze pak zapsat ve tvaru
= 4|AE| + |EF)|

a) Za predpokladu |EF| = 1 bude bod F stfed strany AD a bod
F' bude stied strany BC, a proto |AE| = % Pro délku [ plati:

| =4|AE|+ |EF|=4-2+1=3

D C
E F
A B

b) Za predpokladu |[EF| = 0, tj. E = F, bude bod E prisedik
uhlopricek, a proto |[AE| = @ Pro [ plati:

| = 4|AE| + |EF| = 4- L2 = 21/2

D C
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Otazkou je, zda existuje takové umisténi bodu E, F', ze
| = 4|AE| + |EF| < 2V2.

Predpokladejme, Ze takové umisténi existuje. Polozime-li |AFE| =
= x , pak pro [ plati:

| =4z + |EF)|
D C
Joy S WIS F
A B

Z pravouhlého trojihelniku CFF’ dostavame

|FF'| = yJ2? sV 4z? —

a protoze |EE'| = |FF’|, plati pro |[EF|:

|[EF|=1-2|EE'| =1—+/42%2 -1
Pro [ pak je

|l =4z — /422 -1+ 1,

pfidems 1 <z < ¥2,
Soucet [ je funkci proménné x a nas zajima, zda ma lokalni mini-
mum. Pro prvni derivaci plati:

dl 4z

hs A SN
dx 422 — 1
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Stacionarni bod ziskdme feSenim rovnice

Po tpravéach zjistime, Ze v definicnim oboru
T € (—00,—%) U (%, +00)
] 2 2 )
ma tato rovnice stejny obor pravdivosti jako rovnice

44/4zx2% — 1 = 4z.

Pro nezaporna x z defini¢cniho oboru, tj. pro z € (%,+oo), je
umocnéni rovnice na druhou ekvivalentni tiprava. Proto je

3z2 =1,

a tedy
L
3

je feSenim rovnice (x), nebot jsme uz pfihlédli k podmince z > %,
pro niz byly vSechny provedené upravy ekvivalentni. Snadno ové-
fime, Ze funkce [ nabyva v tomto bodé svého minima. Po dosazeni

do funkce | = 4z — /422 — 1 + 1 dostavame

2
l(—{é) :4“73'—\/4(\/75) —141=4L B 11=1+3
Ziejmé 1 + /3 < 2v/2. Pro velikost usecky EF plati

EF|=1-v4z2 —1=1—/8 —1=1- 43

Druhy zptsob reseni

Nyni se pokusime urc¢it minimalni hodnotu funkce

| =4z — /422 -1+ 1
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= x, budeme uvazovat
T € (3, {) Ztejmé platl I(3) =3, l(‘/i) = 2+/2. Hledame tedy
takové a > 0, aby Vz € (3, £) platilo

—V4x?2 - 1+1>a,

tj. chceme najit hodnotu a, pro kterou je fesenim predchozi nerov-
nice kazdé realné ¢islo uvedeného intervalu. Re$me proto nerovnici

dr+1—a>+4z?2 -1 (1)

s neznamou = a parametrem a. Nerovnice (1) je pro

4r+1—-a>0 (2)

ekvivalentni s nerovnici
122% —8z(a— 1) + (a — 1) + 1 > 0, (3)

resp.
2
a—1 3—(a—1)?

_ >0, 4
(x 3 > T3 ° )

doplnime-li levou stranu na ¢tverec. Z posledniho tvaru nerovnice
je zfejmé, Ze jejim feSenim je libovolné realné ¢islo x (tedy i libo-
volné z € (3, ‘/_)) pokud
3—(a—1)2
36

Vyraz v citateli je nezaporny pro

> 0.

la—1F <3,

tj. pro 0 < a < 1 + /3, zohlednime-li podminku a > 0 na para-
metr a vyjadiujici délku nejkratsi spojnice vrcholi ¢tverce. Zbyva
zjistit, zda pro nalezené a € (0,1 + /3) je v intervalu z € (3, —‘2[2—)
splnéna podminka (2). Zfejmé plati

0<a<1+4+V3 a % <z < '\25,
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a tedy
“1-vV3<—-a<0 a 3<4z+1<2v2+1,

z ¢ehoz dostavame
2 -V3<4r+1—a<2V2+1.

Protoze 0 < 2—/3 < 4z+1—a, jsou nerovnice (1) a (3) v intervalu

z € (3, —‘12—5) ekvivalentni a plati:

Vze (1, ¥2): 4z -4z —1+1>1+3

Cislo 1 + /3 proto pfedstavuje délku nejkratsi spojnice vrcholl
¢tverce. Pro umisténi bodi £ a F uvnitf ¢tverce ABCD bude
jesté potfeba urcit z tak, aby bylo feSenim rovnice

dr —\/4z2 —1+1=1+ V3.

Tato rovnice se vyfesi podobné jako nerovnice (1). Mlizeme proto
rovnou dosadit 1+ v/3 za a v (4):

2
() 20
Funkce | = 4z — V42?2 — 1 + 1 tedy nabyva minimalni hodnoty
1+vV3prozx = —3-3, jak jsme ostatné zjistili jiz v prvnim postupu.

Poznamenejme, 7Ze mame-li dostupny program Mathematica
aspon verze 5.0, mizeme ulohu najit a > 0 tak, aby Va € (%, %} :
: 4z — /4x?2 — 1 + 1 > a pfenechat pocitacéi. Postaci zadat:
Reduce [ForAll[x, x>1/2 && x<=Sqrt[2]/2,

4xx-Sqrt [4*xx"2-1]+1>=a], x, Reals]
Pocitac¢ obratem vrati:

a§1+\/§
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Treti zpusob reseni
Oznaéme ¢ = |BCF|, 1() < ¢ < 7. Z pravouhlého trojihelniku
FF'C plyne cosp = cF a tedy |CF| = 20;3“0

. Déle je tgp =

= l—JFfI , odtud plyne |FF'| = %tg o, |EF| = 1—tg . Po dosazeni
2

do vyrazu | = 4|AE| + |EF| dostavame

lp) = +1-tge.

Cos ¢

Daéle budeme postupovat jako v prvnim pfipadé, urc¢ime extrém
funkce pomoci prvni derivace

dl  2sinp—1
dp  costy

Nulovym bodem derivace je bod ¢ = %. Sami se miizete piesvéd-
Cit, ze se jedna o minimum. Pro celkovou vzdélenost plati

1

T 2 —-sinZ 2— =
6 cos & 4 3@ +V3

Ctvrty zpuisob FeSeni

Nabizi se samoziejmé otazka, zda by nebylo mozné ulohu vyfesit
bez pomoci derivace. UkaZeme, Ze to je mozné. Hodnota funkce

l(p) = +1-tgy

cos

Lo 2T o o e Y , 2 )
bude minimalni, bude-li minimalni hodnota vyrazu coss B

Pokusime se najit takové a € R, pro které plati

V@E(O,%): —tgp >a

Cos
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Upravou dané nerovnosti postupné dostévame

2 — sin
sin >

Cos ¢
sinp+acosp < 2
1 s
ssinp + gcosp <1 (%)
S vyuzitim vztahu sin(¢ + 9) = singpcosvy + siny cosg a po-
rovnanim s koeficienty na levé strané nerovnice (x) dostavame
cos = %, siny = 3. V pfipadé, Ze nastane rovnost, tj. %sin p+

+5cosp=1,jenutné Y = %, o= % . a = /3.

Vo € {0,%): —tgp >3
COS
’ 2 __ 2—sin ;o , s . -
Vyraz sy — tEY = 7@2 nabyva v daném intervalu nejmensi
hodnotu v/3.

Spetka historie problému

Koreny diskutovaného problému lze vystopovat u P. Fermata,
ktery zformuloval (ilohu pro tfi body; ke tfem danym bodtim na-
jit ¢tvrty tak, aby soucet vzdalenosti od ¢tvrtého bodu ke tfem
zadanym byl minimalni.

Pro libovolny kone¢ny pocet bodt predvedli problém V. Jarnik
a M. Kossler v prispévku O minimadlnich grafech, obsahujicich n
danych bodi v roce 1934. Dokazali existenci minimalniho grafu
a podrobnéji se zabyvali pfipadem, kdy n zadanych bodl tvori
vrcholy pravidelného n-thelnika.

Dnes se o uvedené loze hovoii jako o problému eukleidovského
Steinerova stromu, i kdyz J. Steiner fesil odliSnou ulohu: najit
nejblizsi bod k dané mnoziné bodi.
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ABSTRACT

The article concerns the following problem: Given square ABCD
with the side of 1. Find points E, F so that the sum | = |[AE| +
+ |DE| + |EF| + |BF| + |CF)| is the smallest possible. Four so-
lutions are given which are examples of the connection between
several mathematical disciplines (geometry, algebra and calculus).
The article concludes with a note on the history of the presented
problem (leading to P. Fermat and others).



