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ZKUSTE SI NAPSAT POLSKOU MATURITNI
PISEMKU Z MATEMATIKY II

Uvod

Prispévek tematicky navazuje na predchozi ¢islo ¢asopisu Uc¢i-
tel matematiky, v némz byl otistén pfeklad letosni polské matu-
ritni pisemky z matematiky v zakladni arovni. Tentokrat davame
¢tenafovi moznost seznamit se se znénim, feSenim a hodnocenim
tloh maturitni pisemné prace z matematiky ve vyssi Grovni.?

Stejné jako v zakladni tirovni jsou pii feSeni vyssi irovné matu-
rity dovoleny pouze tyto pomiicky: pravitko, kruzitko, jednoducha
kalkulacka umoziiujici jen s¢itani, od¢itani, nasobeni, déleni a od-
mocriovani a matematické vzorce [3]. Béhem maximéalné 180 minut
je tfeba vyresit 12 otevienych uloh, za néz lze ziskat az 50 bodi.

Maturitni zkousSka z matematiky
vy$si aroven

Uloha 1. (4 body)
Vyfeste nerovnici |22 — 5| — |z + 4| <2 — 2z.

Uloha 2. (4 body)
Rovnoramennému lichobézniku se zdkladnami AB a CD je ve-
psana kruznice o poloméru r. Dokazte, ze 4r2 = |AB| - |CD|.

Uloha 3. (9 body)
Vypoctéte, kolik je Sesticifernych prirozenych ¢isel, v jejichz zapisu
se objevuje 0 prave trikrat a 5 pravé jednou.

Uloha 4. (4 body) |
Reste rovnici cos 2z + cosz + 1 = 0 pro « € (0, 27).

Uloha 5. (5 bodi)

2Volny pieklad [1]a [2] Martina Kasparova. Na rozdil od ptivodniho textu
byla v prekladu zadani pisemné prace vynechana prazdnad mista urcend pro
poznamky, feseni uloh a tabulky pro doplnéni hodnoceni.



ZKUSTE SI NAPSAT POLSKOU MATURITNI PISEMKU II ... 221

Ciselna posloupnost {a, b, c} je aritmeticka a a+b+c = 33, zatimco
posloupnost {a—1,b+ 5, c+ 19} je geometrickd. Vypoctéte a, b, c.

Uloha 6. (6 bod)
Urcete vSechny hodnoty parametru m, pro které ma rovnice

2 +2(1-m)z+m?—m=0

dva riizné redlné koreny x, x2 spliujici podminku
Ty Ty < 6mM Sx%%—m%.

Uloha 7. (4 body)

Primka o rovnici 3z — 4y — 36 = 0 protina kruznici se stfedem
S = [3,12] v bodech A a B. Délka tisecky AB je rovna 40. Urcete
rovnici kruznice.

Uloha 8. (4 body)

Zbytek po déleni polynomu W (z) = 423 — 522 — 232 + m dvoj-
¢lenem x + 1 je roven 20. Urcete hodnotu koeficientu m a nulové
body tohoto polynomu.

Uloha 9. (5 bod)

Je dan trojihelnik ABC, v némz |AC| = 17 a |BC| = 10. Na
strané AB lezi bod D tak, ze |AD|: |DB| =3 :4 a |DC| = 10.
Urcete obsah trojihelniku ARC.

Uloha 10. (4 body)

V jehlanu ABCS je podstavou ABC' rovnostranny trojihelnik
o strané délky a. Hrana AS je kolma k roviné podstavy. Vzdalenost
vrcholu A od stény BC'S je rovna d. Urcete objem tohoto jehlanu.

Uloha 11. (4 body)
Hodime ¢tyfikrat symetrickou krychlovou kostkou. Urcete prav-
dépodobnost jevu, Ze soucin poctu ok ziskanych ve vSech c¢tyfech
hodech bude roven 60.

Uloha 12. (8 body)
Na obrazku je vyfez grafu logaritmické funkce funkce f definované

pfedpisem f(z) = log,(z — p).
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a) Urcete hodnotu p.

b) Nakreslete graf funkce definované predpisem y = | f(x)].

¢) Najdéte vSechny hodnoty parametru m, pro které ma rov-
nice |f(z)| = m dvé feseni s navzajem riznymi znaménky.

Kritéria pro posuzovani odpovédi?

Uloha 1.
I. metoda reSeni (vyznaceni intervali na ciselné ose)
Na ciselné ose vyznaclime intervaly:
5 5
A. (—o0,—4), B 4=, 21 C. (3,+00).
V jednotlivych intervalech fesime nerovnici a v kazdém intervalu

vezmeme spolec¢nou ¢ast prislusného intervalu a ziskaného reseni
nerovnice.

37 prostorovych diivodt vynechavame v prekladu , Kritérii“ zadani uloh,
ktera jsou soucasti polského textu. Rovnéz je vynechano prifazeni uloh ke
vzdélavacim standardim, tematickym okruhim a diléim dovednostem. Za-
jemci ho mohou najit v polském originale [2].
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A. z€(—00,—4) B. z€(-4,2)
—2rx+5+rx+4<2-2z —2r+5—-—x—-4<2-2x
r+9<2 —r+1<2
< -7 x> —1
Resenim nerovnice je v tako- | Resenim nerovnice je v tomto

vém piipadé z < —7 pripadé —1 <z < g

C. z€(2,400)
2r —5—-—r—-4<2-2x
Jdz < 11
<=3
V tomto pripadé je feSenim sou-
stava nerovnic % ol 131

Po sjednoceni ziskanych feseni dame vyslednou odpoveéd: z < —7
nebo -1 <z < —13—1
Odpovéd: Mnozinou feseni nerovnic je (—oo, —7) U (—1, ).

IT. metoda FeSeni (rozliSeni ¢tyf pfipadi)
Zapiseme Ctyri pripady:

L {2:1:—520 L {23:—520

z+42>0 T+4<0
2r — 5 <0 2r -5 <0
m {%7350 ™ {5
Pro kazdy z nich fesime nerovnici nebo soustavu nerovuic
2r—52>0 2r —5 >0
r+42>0 r+4<0
2 —b—1r—-4<2-2x 2r —5+rx+4<2-2x
5 5 5
T2>—4 x> —4 T < —4
3z <11 x < 3% 5r <3
%5 < 3% neni mozné
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2r —5 <0
r+42>0
—2r+5—x—-4<2-2z
<3
T > —4
r > —1
—1§:c<%

2r — 5 <0

r+4<0
—2r+5+x+4<2—-2zx

<2

r < —4

r < -—7

< -7

Po sjednoceni ziskanych feseni udame vyslednou odpovéd: x < —7

nebo -1 <z < 131

Hodnoceni

Reseni, v némz jsou uvedeny hlavni kroky — 1 bod. Uchaze¢

e vyznadi na &iselné ose intervaly (—oo, —4), (—4,2), (3, +o0).

nebo
e zapiSe Ctyri pripady
2r—-52>0 2r—52>20
r+4>0 r+4<0

Poznamka

Pokud student udéla chybu pfi urcovani intervali, pridéli se mu 0

22 -5 <0 2r -5 <0
z+4>0

r+4<0

bodi. Podobné ziskda 0 bodu uchazec, ktery Spatné zapsal ¢tyri

pripady.

Vyreseni hlavnich kroki feseni — 2 body.

e UchazeC zapiSe nerovnice v jednotlivych intervalech, napr.:
A. proz € (—00,—4) mame —2r+ 5+ +4 <2 — 2z,
B.pro z € (—4,3) mame —2z+ 5 — 1 — 4 < 2 — 2z,

12

C. proxE(%,Jroo) mame 2r -5 —x—4<2—-2x

nebo

e uchazeé zapiSe nerovnice v jednotlivych pripadech, napr.:
I.jelli2xr—5>0axz+4>0,pak2xr—-5—z—4<2-2zx,
II. je-li2r —5>0ax+4<0,pak 2z -5+2+4<2 -2z
(nebo zjisti, Ze tento pfipad neni mozny),
ITL. je-li2x —5<0ax+4>0,pak -2x4 5 -z —4 <2 -2z,
IV.jelli2x —5<0azx+4<0,pak —2x+5+x+4 <2 —2zx.
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Reseni provedené do konce, ale s chybami, které nevedou ke sprav-

nému feseni (napf. drobné pocetni chyby) — 3 body.

e Uchazec spravné vyresi nerovnice a urci spolecné prvky ziska-
nych vysledkl a jednotlivych intervalii pouze pro dva intervaly

(z intervali A., B., C.), udéla chybu v tfetim intervalu a na-
sledné provede feseni do konce

nebo

e uchazec vysSetii Ctyfi pripady, spravné vyftesi nerovnice a urci
spolec¢né prvky ziskanych vysledkt a jednotlivych intervall pou-
ze ve dvou pfipadech (z pfipadu L., II1., IV.), udéla chybu ve tre-
tim pfipadé a uvede, ze pripad II. neni mozny, nasledné dovede
feseni do konce.

Uplné feseni - 4 body.
Uchazeé zapise odpovéd: x € (—oo, —7) U (—1, 3L).

Poznamka

Ve vsech zminovanych pfipadech miize uchaze¢ uvazovat obé ne-
rovnosti neostré (intervaly oboustranné uzaviené). Jestlize naopak
uvazuje viechny nerovnosti ostré (intervaly oteviené), pak hodno-
time celou tlohu o 1 mensim poctem bod, nez kdyby vyznacil
vSechny intervaly spravné.

ITI. metoda FeSeni (grafické Feseni)
Nacrtneme grafy funkci

f(x)=|2z—-5|—-|z+4] a g(z)=-2z+2.
Na &iselné ose vyznacime intervaly: (—oo, —4), (-4, 2), (2, +00).
Zapiseme predpisy funkce f v jednotlivych intervalech bez abso-

lutni hodnoty, napf.

—z+9 pro x € (—oo, —4)
flz) =4¢-3z+1 pro z € (—4,3)
x—9 pro z € (2, +00)

Nakreslime grafy funkci f a g.
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Vycéteme souradnice priseciki graft funkei fag: o = -7, = —1,

z = 4, provéfime, zda vyhovuji rovnici |2z — 5| — |z + 4| = 2 — 2z,

nasledné vyhovuji vSechny argumenty, pro které f(z) < g(z) :
z € (—o0,—7)U (-1, %)
Hodnoceni
Reseni, v némz je postup netiplny, ale nutny pro uplné vyieseni — 1
bod. Uchaze¢ vyznaci na ¢iselné ose intervaly (—oc, —4), (—4, %),
(2, +00).
Reseni, ve kterém je uveden hlavni postup — 2 body. Uchaze¢
zapiSe predpisy pru funkci f v jednotlivych intervalech, napft.:

A. pro z € (—o0, —4) mame f(z) = —xz+ 9

B. pro z € (—4, 2) mame f(z) = -3z +1

C. pro z € (2,400) mame f(r) =z —9,

nebo
—5 4+ 9 pro z € (—oc, —4)
flz) =< -3z+1 pro z € (—4,32)
r—9 pro x € (%, +00)

Vyfeseni hlavnich krokt tlohy — 3 body. Uchaze¢ nakresli graf
funkce f a p¥imky o rovnici y = —2z + 2. |

Uplné feseni - 4 body.

Uchaze¢ zapiSe odpovéd: = € (—oo, —7) U (—1, ).
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Uloha 2.

I. metoda reseni

Nakreslime obrazek a zavedeme oznaceni: |AB| = a, |CD| = b,
|AD| = ¢, r — polomér kruznice vepsané lichob&niku, h — vyska
lichobézniku.

=

A
A E B

a

Protoze lichobéznik je rovnoramenny a opsany kruznici, tak

|AE|:“—§—Q, h=2r a a+b=2c mnebo c= %tt.

7, Pythagorovy véty pro trojihelnik AED dostaneme

= (2r)? + (9—;—9)2, odkud 4r? =¢? — (aT*b)Q.

“T*Lb ziskdme

g2 (a0 (a=bY’
S\ 2 2 ’

a? + 2ab + b — a2 + 2ab — b?

Dosazenim ¢ =

4r® = :
r 4
4ab
4r? = —,
Ty

4r? = ab.

Tim je diikaz zakoncen.
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Hodnoceni I. metody reseni
Reseni, v ném?z je postup neuplny, ale nezbytny pro tuplné vyieseni
— 1 bod. Uchazec

o urdi délku tsetky AE: |AE| = 25°
nebo
at+b

e urci délku ramene lichobézniku: ¢ = et

Reseni, ve kterém jsou uvedeny hlavni kroky — 2 body. Uchaze¢

urc¢i délku asecky AFE i délku ramene lichobézniku: 359, aT“’.

Reseni, v ném# jsou vyfeseny hlavni kroky — 3 body.
Uchaze¢ pouzije Pythagorovu vétu v trojahelniku AED a zapiSe:

“pr2
47'2:02-—(—“—5—(’).

Reseni plné — 4 body. Student dokaze tvrzeni: 4r? = ab.

II. metoda FesSeni
Nakreslime obrazek a zavedeme oznaceni jako je na obrazku

D F0 p

B

Ponévadz je do lichobézniku vepsana kruznice, tak se stfed takové
kruznice nachazi na priseciku os thli lichobéznika. Z vlastnosti
uhli stridavych a vedlejsich vyplyva, ze |

2 + 23 = 180° mneboli o+ 8 =90°.
Odtud 8 = 90° — a.. Z toho vyvodime, ze pravouhlé trojahelniky
AFEQO a CFO jsou podobné. Pak

OF FC ib
|[AE: = :F(): neboli 1L =
5(1 (3
(nebo tga = 1, tgf= 15 a tga:@).

Proto r? = %ab neboli 472 = ab.
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Hodnoceni II. metody fesSeni

Reseni, v némz je postup netplny, ale nezbytny pro tiplné vyfeseni
— 1 bod. Uchazec zapise vztah a + 3 = 90°.

Reseni, ve kterém jsou uvedeny hlavni kroky — 2 body. Uchaze¢

e zdivodni, ze trojuhelniky AFO a CFO jsou podobné a zapise,

se [OE| _ |FC|
[AE] — [FO|
nebo
{ - r — L
e stanovi tga = I, @ tg B = 1; -

Reseni, v némz jsou vyfeseny hlavni kroky — 3 body. Student

v e O _l’b
e zapiSe rovnost poméri 1~ = 2-
2
nebo

e pouzije rovnost tg g = fglz a zapise 1+ 1

sb 7 tga’

Uplné feseni — 4 body. Uchaze¢ dokaze tvrzeni: 4r? = ub.

ITI. metoda feSeni (pravouhly trojuhelnik)
Nakreslime obrazek a zavedeme oznaceni

D b ¢

A K La B
7 tvrzeni o useckach tecen? a z vlastnosti rovnorarnenného li-

chobézniku vyplyva, ze

IBM|=|KB|=% a |CM|=]|LC|=1b.

4Necht Ti, T2 jsou body dotyku tecen vedenych ke kruznici z bodu A,
pak |AT)| = |AT2|. Pokud je mi znamo, neexistuje v nasi terminologii nazev
pro tuto vlastnost. V Polsku je oznadovana jako Twierdzenie o odcinkach
stycznych. (Pozn. prekl.)
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Vzhledem k tomu, zZe je do lichobézniku vepsana kruznice, tak je
stfed kruznice totozny s prisecikem os vnitinich thli lichobéz-
niku. Z vlastnosti thli lichobézniku plyne:

2+ 203 = 180° mneboli a+ 8 = 90°.

Odtud vyplyva, ze trojuhelnik BCO je pravouhly. Vyska OM
tohoto trojihelniku je geometrickym primérem délek tusecek BM
a CM, a tedy

r? = %a . %b neboli 472 = q - b,

¢imz je dikaz dokoncen.

Hodnoceni ITII. metody feSeni

Reseni, v ném?z je postup netplny, ale nezbytny pro iplné vyieseni
— 1 bod. Uchazec¢

e napise, Ze trojuhelnik BCO je pravouhly
nebo

e zapiSe, Ze |BM| = |[KB| = a a |CM| = |LC| = 3b.
Reseni, ve kterém jsou uvedeny hlavni kroky - 2 body. Student
uvede, Ze trojihelnik BCO je pravouhly a také zapise, ze |BM| =

=|KB|= 1aa|CM|=|LC|= 3b.

Poznamka

Pokud student zapiSe napt. |OM|*> = |BM| - |CM]| a nacrtne
usecku OM (nebo zapise, ze je to konec poloméru kruznice ve-
deného do bodu dotyku kruznice a lichobézniku), ale neuvede, ze
|BM| = 1a nebo |CM| = 1b (nevyuzije tvrzeni o useckach tecen),
ziska 2 body.

Reseni, v némz jsou vyfeseny hlavni kroky — 3 body. Student

e pouzije tvrzeni o vysSce pravouhlého trojihelniku spusténé na

pfeponu® a zapise napt. |OM| = /|BM| - |CM|
nebo

=

e vyuzije podobnost trojuhelnikii OM B a OMC a zapise ITZ = Rr—b.
2

Uplné feseni — 4 body. Uchaze¢ dokaZe tvrzeni: 4r2 = ab.

5Tj. pouzije Eukleidovu vétu o vysce. (Pozn. piekl.)
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Uloha 3.

I. metoda reseni

Z péti mist vybereme tfi, na ktera vlozime cifru 0, pak zvolime
jedno ze tfi mist pro cifru 5 a na zbyvajici dvé mista rozmistime
cifry rizné od 0 a 5.

(3)-3-8%=30-64=1920.

Hodnoceni I. metody reSeni

Vyfeseni hlavnich krok tlohy — 2 body. Uchazec vybere tfi mista
z péti pro cifru 0, vybere jedno ze tfi mist pro cifru 5 a rozmisti
na zbyla dvé mista cifry rizné od 0 a od 5.

Uplné feseni — 3 body. Student vypocte, kolik je Sesticifernych
Cisel, v jejichz zapise je cifra 0 praveé tfikrat a cifra 5 pravé jeden-
krat: 1920.

Poznamka

Jestlize student ziska konecny vysledek, ale zachazi s nim jako
s jednim z nékolika p¥ipadi, ziskd za feSeni maximalné 2 body.

II. metoda resSeni

Rozlisime dva pripady

1. cifra 5 se nachazi na prvnim misté (je to cifra statisicti)

nebo

2. cifra 5 neni na prvnim misté.

V prvnim pfipad€ vybereme tfi mista (z péti), na kterd umistime
cifru 0, a na zbyvajici dvé mista rozmistime cifry rizné od 0 i 5.
Takovych sesticifernych cisel je 1 - (g) - 82 = 640.

Ve druhém piipadé umistime na prvni misto cifru riznouod 01i 5
(takovych mozZnosti mame 8), nisledné vybereme mista, na ktera
vepiSeme cifru 5 (mame 5 moznosti) a pak ze zbyvajicich Ctyf
mist vybereme tfi, na néz vlozime cifru 0 (mizeme to provést 4
zpusoby), na posledni misto polozime cifru rtiznou od 0 a riznou
od 5 (to miZeme provést 8 zptisoby). Proto mame v tomto pfipadé
8-5-4-8=1280 takovych cisel. ,

Méame tudiz 1-(3)-82+8-5-4-8 = 640+ 1280 = 1 920 Sesticifernych
c¢isel spliujicich podminky talohy.
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Poznamka

Ve druhém pripadé lze provést jiné ivahy: z mist od druhého
do Sestého vybereme c¢tyfi, na néz umistime cifru 5 a tri cifry
0 (takovych mozZnosti mame 5 - 4), pak na zbyvajici dvé mista
zapiseme cifry rfizné od 0 a od 5 (mame 82 takovych moznosti).
V takovém piipadé mame tedy 5 -4 - 82 = 1280 takovych &isel.

Hodnoceni II. metody reSeni

Reseni, v némz# jsou uvedeny hlavni kroky — 1 bod. Uchazec¢

e zapisSe, ze je 1 - (g) - 82 Sesticifernych ¢isel, v jejichz zapise je
prvni cifra 5 a cifra 0 v ¢isle vystupuje pravé trikrat

nebo

e uvede, ze existuje 8- 5 -4 - 8 Sesticifernych ¢isel, v jejichz zapise
prvni cifra neni 5 a cifra 0 se v ¢isle objevuje pravée trikrat.

Vyfteseni hlavnich krokit ulohy - 2 body. Student napise, ze je
1-(3)-8? sesticifernych &isel, v jejichz zapise je prvni cifra 5 a cifra 0
v Cisle vystupuje praveé trikrat, a ze existuje 8-5-4-8 Sesticifernych
Cisel, v jejichz zéapise prvni cifra neni 5 a cifra 0 se v ¢isle objevuje
prave trikrat.

Uplné feseni — 3 body. Student uvede, ze je 1920 Sesticifernych
Cisel, v jejichz zapise je cifra 0 praveé trikrat a cifra 5 pouze jeden-
krat.

Poznédmka

Jestlize student ziskda konecny vysledek, ale zachazi s nim jako
s jednim z nékolika pripadi, ziskéd za feseni maximalné 2 body.

ITI. metoda reSeni

Vybereme ¢tyfi mista, na ktera polozime cifru 5 a tfi cifry 0,
na zbyvajicich mistech vepiseme cifry riizné od 0 a 5. Takovych
Sesticlennych posloupnosti je (2) -4 - 8% = 3840. Mezi nimi jsou
posloupnosti, v nichz se cifra 0 objevuje na prvnim misté. Je jich
(g) -3+ 82 == 1920. Odtud plyne, ze Sesticifernych ¢isel spliiujicich
podminky tlohy je (3)-4-82— (3)-3-82 = 3840 — 1920 = 1920.
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Hodnoceni III. metody reseni

Reseni, v ném# jsou uvedeny hlavni kroky — 1 bod. Uchaze¢

e zapiSe pocet Sesticlennych posloupnosti, v nichz je cifra 5 pouze
jedenkrat a cifra 0 se objevuje pravé tiikrat: (g) .4 - 82

nebo

e uvede pocet Sesticlennych posloupnosti, ve kterych je prvnim
¢lenem 0: (3) -3 - 82.

VyftesSeni hlavnich kroku ulohy - 2 body. Student napise, ze je
(2) - 4 - 82 Sesti¢lennych posloupnosti, v nichz je cifra 5 pouze
jedenkrat a cifra 0 se objevuje pravé tiikrat, véetné (3) . 3 82
takovych posloupnosti, v jejichz zapisu je prvni ¢len 0.

Uplné feseni — 3 body. Student uvede, kolik je Sesticifernych ¢isel
takovych, ze v jejich zapise vystupuje cifra 0 pravé trikrat a jen
jedenkrat cifra 5: 1920.

Poznédmka

Jestlize student ziska konecny vysledek, ale zachazi s nim jako
s jednim z nékolika pfipadi, ziska za Feseni maximalné 2 body.

Uloha 4.

I. metoda resSeni
JelikoZ je cos 2z = 2 cos? x — 1, tak je rovnice cos 2z +cosz+1 = 1
ekvivalentni s rovnici

2

2cos“z 4 cosx =0,

tj. rovnici cosx(2cosx + 1) = 0. Tato rovnice je ekvivalentni al-

ternativné rovnicim
1

EORE == {) nebo COST = —3.
V intervalu (0,27) ma rovnice cosz = 0 dvé feSeni: z = § nebo
z = 3. Rovnice cosz = —3 mé v intervalu (0, 27) dvé feseni: z =
= %—'n nebo r = %ﬂ'. Odpoveéd: rovnice cos2x + cosxz + 1 = 1 ma
v intervalu (0, 27) Ctyfi feSeni: z = 3, z = %ﬂ', i == %w, B == %w.
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Hodnoceni I. metody reSeni

Reseni, v ném?z je postup neuplny, ale nezbytny pro tiplné vyfeSeni
- 1 bod. Uchazec¢ zapisSe rovnici v zavislosti na jedné goniomet-
rické funkci téhoZz argumentu, nap¥. 2cos’z + cosz = 0 a tim
feSeni zakonci.

VyftesSeni hlavnich krokt tlohy — 2 body. Student

e napise alternativy cosx = 0 nebo cosz = —%

nebo
e zavede pomocnou neznamou, napi. t = cosx a uvede t = 0 nebo
L= —% a dale nepokracuje nebo pokracuje s chybami.

Reseni téméf uplné — 3 body. Uchazed

e vyiesi rovnici cosz = 0 v intervalu (0,27): z = § nebo z = %w
nebo
e vyiesi rovnici cosz = —3 v intervalu (0,27): = 27 nebo
4
T = 3.

3

Uplné feseni — 4 body. Student uvede fefeni obou rovnic v in-

tervalu (0,27): cosz = 0 pro z = Z nebo z = 37 (z = 90° nebo
z = 270°), cosz = —3 pro z = 27 nebo z = 37 (z = 120° nebo
& = 240°).
Poznamky

1. Nevyzadujeme, aby student uvedl podminku, nap¥. t € (—1,1),
pokud z feSeni vyplyva, ze student tuto podminku bere do
uvahy.

2. Jestlize uchaze¢ poda obecné feseni goniometrické rovnice:
cosz = 0 pro x = 5 + km, cosz = —% pro & = %7‘(‘ + 2km nebo
pro 4= %'n + 2km, kde k je celé ¢islo, obdrzi 3 body.

W

. Pokud student vydéli obé strany rovnice 2cos?z + cosT =
vyrazem cosx, aniz by uvazoval dva pfipady a spravné vyre
rovnici 2 cosz + 1 = 0, pak za celé reseni ziska 2 body.

0
S
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II. metoda FeSeni
Rovnici miizeme zapsat v ekvivalentnim tvaru

cos2x = —coszx — 1.

Uvazujeme dvé funkce f(z) = cos2z a g(z) = —cosz — 1 a na-
kreslime jejich grafy (postaci omezit se na interval (0, 27)).

-

o 3= £{%)

X
l L.»
™

11x'6 2=

Odecteme FeSeni rovnice: x = %W, L= :,2,’-7r, T = §-7r, o == %7r

Hodnoceni II. metody reseni

Reseni, v némz je postup neuplny, ale nezbytny pro tiplné vyieseni
— 1 bod. Uchaze¢ zapise rovnici v ekvivalentnim tvaru, napft.
cos2x = —cosz — 1, zavede dvé funkce f(z) = cos2z a g(z) = —
—cosx — 1 a nacrtne graf jedné z téchto funkci.

Vyfteseni hlavnich kroki tlohy — 2 body. Student zapise rovnici
v ekvivalentnim tvaru, napf. cos2x = —cosx — 1, zavede dvé
funkce f(z) = cos2z a g(x) = —cosz — 1 a nacrtne jejich grafy.
Uplné feseni — 4 body. Student zakresli grafy obou funkci, najde
jejich priseciky a odecte spravné vSechna feSeui rovnice cos 2z =

— ] _ 2 _ 4 _ 3.6
=—coszr—1,tj. x =5m, =37, =37, T =357

Poznamka

Jestlize student uvede spravné tfi feSeni (Spatné odecte ctvrté
feSeni), ziskd 3 body, pokud odecte nejvyse dve reseni, obdrzi 2
body.

6V originalnim dokumentu byl patrné omylem uveden stejny text jako
v I. metodé feseni, navic byl vynechan komentaf popisujici, za¢ udélit 3 body.
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Uloha 5.

I. metoda rfeseni
ZapiSeme soustavu rovnic

a+b+c=233
a+c=2b
(b+5)2 = (a—1)(c+19)

Za a + c¢ v prvni rovnici dosadime vyraz 2b a obdrzime rovnici
3b = 33, odkud b = 11. Soustava rovnic ma potom tvar:

b=11
a+c =22
162 = (a — 1)(c+ 19)

Druhé a t¥eti rovnice tvori soustavu se dvima neznamymi, kterou
vyfesime dosazenim vyrazu 22 — a za neznamou c ve tieti rovnici.
Tim dostaneme kvadratickou rovnici s neznamou a:

a® — 42a + 297 = 0.

Proto a = 33 nebo a = 9.

Pokud je a = 33, pak ¢ = —11 a zbyvajici b = 11. Tim ziskdme
aritmetickou posloupnost {33,11, —11} a po provedeni pfislusnych
operaci geometrickou posloupnost {32, 16, 8}.

Proa = 9 je ¢ = 13 a b = 11. Nyni dostaneme aritmetickou
posloupnost {9, 11,13} a po vykonani odpovidajicich operaci ge-
ometrickou posloupnost {8, 16, 32}.

Hledanymi ¢isly jsou tedy: a = 33, b = 11, ¢ = —11 nebo a = 9,
k=11, c=13.

Hodnoceni I. metody reseni

Reseni, v némz je postup netplny, ale nezbytny pro tplné vyfeseni
—~ 1 bod. Uchaze¢ vyuzije vlastnosti aritmetické (geometrické)
posloupnosti a zapise odpovidajici rovnici, napt. 2b = a + ¢ nebo
(b+5)% = (a— 1)(c+ 19), a tim Feseni skonéi nebo déla chyby.
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Reseni, které obsahuje hlavni kroky tlohy - 2 body. Student
vyuZije vlastnosti obou posloupnosti (aritmetické i geometrické)
a zapiSe soustavu rovnici umoznujici nalezeni ¢isel a, b, ¢, napr.

a+b+c=33
a+c=2b
(b+5)2 =(a—1)(c+19)

a tim feSeni zakonc¢i nebo pokracuje, ale s chybami.

VyftesSeni hlavnich kroka tlohy — 3 body. Uchaze¢ transformuje
soustavu rovnic na kvadratickou rovnici s neznamou a nebo c,
napr.

a? —42a +297 =0 nebo ¢ —2c—143 =0,

a dale v feseni nepokracuje nebo pokracuje s chybami.

Reseni do konce, ale s chybami, které nevedou ke spravnému fesen

(napf. pocetni chyby) — 4 body. Uchazec

e spravneé vyftesi kvadratickou rovnici, zamitne jedno z feseni a spravné
urci druhou trojici ¢isel

nebo

e prevede soustavu rovnic na kvadratickou rovnici o jedné ne-
znamé s pocetni chybou, napf. chyba pfi redukci ¢lenii nebo
v pfepisu, nasledné provede feseni do konce (za predpokladu,
ze mé kvadraticka rovnice dva realné kofeny)

Uplné feseni — 5 bodii. Student uréi hledand éisla: a = 33, b = 11,

c=—-11neboa=9,b=11, c=13.

Poznamky

1. Pokud student pouzije vlastnosti aritmetické posloupnosti
pro geometrickou posloupnosti (nebo naopak), pak za celé
feSeni obdrzi 0 bodu.

2. Jestlize uchaze¢ zapise odpovéd ve tvarii, z néhoz neni moz-
né jednoznadné zjistit, ze existuji dvé trojice hledanych cisel,
napi. zapise: « = 33 nebo « = 9, b = 11, ¢ = —11 nebo
¢ = 13, dostane 4 body.
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I1. metoda reSeni

Oznacme: a — prvni ¢élen aritmetické posloupnosti, r — diferenci
takové posloupnosti. Pak je b = a +r, ¢ = a + 2r. Z vlastnosti
aritmetické posloupnosti a ze zadani ziskdme rovnici a + (a + )+
+(a + 2r) = 33 a odtud a + r = 11. Aritmetickou posloupnost
proto miZzeme zapsat nasledovné: {11 —r, 11,11+ r}. Posloupnost
{a —1,b+ 5,c + 19}, a tedy posloupnost {10 — r,16,30 + r} je
geometricka, tudiz miizeme zapsat rovnici, napft.

162 = (10 — r)(30 + r).
Po upravach a prerovnani ¢leni dostaneme kvadratickou rovnici
r? 4+ 20r — 44 = 0.

ReSenim této rovnice je r = 2 nebo r = —22. Nasledné ziskdme a,
b, c. Hledanymi ¢isly jsou : a = 9, b = 11, ¢ = 13 nebo a = 33,
b=11,c= —11.

Hodnoceni II. metody reSeni

Reseni, v ném? je postup netplny, ale nezbytny pro iplné vyieseni
— 1 bod. Uchaze¢ zavede oznacCeni: ¢ — prvni Clen aritmetické
posloupnosti a r — diference této posloupnosti a vyuzije definici
aritmetické posloupnosti pro zapis odpovidajici rovnice, napf.

a+(a+7)+ (a+2r)=33 nebo a+r=11,

a tim feSeni zakonci nebo je dalsi feseni chybné.
Reseni, které obsahuje hlavni kroky ulohy - 2 body. Student

e pouzije vlastnosti geometrické posloupnosti a zapiSe soustavu
rovnic, napr.

a+r =11
{ (a+7+5)2=(a—1)(a+2r+19)

nebo

e zapiSe ¢leny geometrické posloupnosti v zavislosti na r, napf.
{10 — r,16,30 + r} a déile nepokracuje v feseni nebo pokracuje
s chybami. '
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VyfesSeni hlavnich krokt tlohy — 3 body. Uchaze¢ prevede sou-
stavu rovnic na rovnici s neznamou r, napf.

(11—r+7r+5)2= (11—r—1)(11—r+2r+19) & r2+20r—44 = 0

a dale v feSeni nepokracuje nebo pokracuje s chybami.

Reseni do konce, ale s chybami, které nevedou ke spravnému feseni

(napf. pocetni chyby) — 4 body. Uchazeé

e spravné vyiesi kvadratickou rovnici, zamitne jedno z feSeni,
napf. r < 0, a spravné urc¢i druhou trojici cisel

nebo

e pievede soustavu rovnic na kvadratickou rovnici o jedné ne-
znamé s pocetni chybou, napf. chyba pfi redukci ¢leni nebo
v prepisu, nasledné provede feseni do konce (za predpokladu,
ze ma kvadraticka rovnice dva realné kofeny)

Uplné feseni — 5 bodi. Student uréi dvé trojice éisel: a = 33,
b=1l,e= -1l neboa=9, b= 11, e=13.

Poznamky

1. Pokud student pouZije vlastnosti aritmetické posloupnosti
pro geometrickou posloupnost (nebo naopak), pak za celé
feSeni obdrzi 0 bodi.

2. Jestlize uchaze¢ zapise odpovéd ve tvaru, z néhoz neni moz-
né jednoznacné zjistit, ze existuji dvé trojice hledanych ¢isel,
napt. zapise: a = 33 nebo a = 9, b = 11, ¢ = —11 nebo
¢ = 13, dostane 4 body.
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