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KAZDY MA SVOU POSLOUPNOST

VLASTIMIL DLAB

Tato poznadmka se tyka rekurentnich (nékdy se fika téz rekur-
zivnich) posloupnosti typu

{Xn I 1 S Tl},
kde X412 = AX, 41+ BX, s danymi X;,X2, A a B.

Zajem vzbuzuji predevsim posloupnosti celociselné, tj. pripad,
kdy volba ,pocatecnich podminek“ je celociselnd. Skoro neuveé-
fitelny je zdjem o posloupnost, kdy A = B = X; = X, = 1,
totiz o posloupnost ¢isel, kterym dal Frangois-Edouard-Anatole
Lucas v kvétnu 1876 nazev Fibonacciho ¢isla. Tato posloupnost
byla popsana Leonardem Pisanskym-Fibonaccim v knize Liber
abaci v roce 1202 v prikladé, ktery se tykal rustu hypotetické
populace kraliku za idealizovanych predpokladi.

V Indii byla zndma pod jménem ,maatraameru” uz v Ses-
tém stoleti. Vyskytuje se v prozodickém studiu Pingaly nazva-
ném Chandas Shastra, pozdéji byla zevrubné popsana Hemachan-
drou. Jeho popis je dan poétem rytmickych vzoru a pfipomind
casto uzivany priklad, kolika zpisoby je moZno vystoupit scho-
disté, stoupame-li po jednom ¢i dvou schodech. Rekurzivni pred-
pis je nadmiru jasny: pocet moznosti vystoupit n schodi se rovna
souétu po¢tu moznosti vystoupit n — 1 schodu (tj. pfipad, kdy
jsme zvolili prvni krok o jeden schod) a po¢tu moznosti vystoupit
n—2 schodu (tj. pfipad, kdy jsme zvolili prvni krok o dva schody).
Zajem o Fibobacciho posloupnost souvisi do zna¢né miry s jejim
blizkym vztahem ke zlatému fezu, ktery se jevi jiz v tak zvaném
Binetové vzorci pro n-té Fibonacciho ¢islo:

(L+ Vo) —(1—-V5)"
2n/5

Fn =
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Tato formule byla patrné znama jiz Johannesu Keplerovi. Jeji
dikaz podal roku 1730 Abraham de Moivre, pozdéji téZz Daniel
Bernoulli a v roce 1765 ji dokéazal Leonhard Euler.

Poznamka. Néktera odvozeni Binetova vzorce byla naro¢né. Uva-
zujte vytvorujici funkci Fibonacciho posloupnosti { £, | 1 < n}:

f(x)zZFn:c"_l:1+:L'+2:v2+3:c3+5a:4+---

n=1
a ukazte , Ze pro |z| < 3,
-1
r) = —5——"7—.
/(@) 2+ —1
Vyjadiime-li pfislusné parcialni zlomky ve tvaru

Ay As
————————————— a —————————
(z — B1) (z — By)
jako nekonecné fady a vyslednou fadu porovname s ptivodni fadou

pro f(z), dostaneme Binetovu formuli.

V této poznamce chceme ukazat na podstatu téchto obecnych
posloupnosti a odvodit obecny vzorec pro n—ty c¢len metodou,
ktera mé své stopy u Abrahama de Moivrea.

Zvolte si tedy A a B a definujte rekurzivné posloupnost {X;}
volbou X;, X, a vztahem

Xnto =AX,11 + BX, pro n>1.

Uloha: Naleznéte vyraz pro X, podobny Binetovu vzorci pro
Fibonacciho ¢isla.

Reseni: Pfifadte ¢islim A a B kvadratickou rovnici
2 __
x° = Az + B.

Necht a, 8 jsou jeji kofeny; tedy, A = a + 8, B = —af3.
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Pro libovolné zvolend realna &isla a, b polozme
Xn, = aa™ + bG".
Snadno vidime, Ze

AXpi1+ BX, = (a+ B)(aa™! 4+ b8™*!) — aB(aa™ + b8™) =
= aa™t? 4 b2 = X, 0.

Koeficienty a, b uréime pomoci vztahu

aa + bG8 = X1,
aa2+bﬂ2:X2.
Tedy,
a= —(Xz - X.5)
- a(a_ ) 2 j )
1
b= Xy — Xja).
BE—ay 2~ %1%
Potom
1 _
Xn = — @™ (X, — X18) - 8" H( Xz — X10)].
Ilustrace.

1. Nejprve uvedme ve vyse uvedeném oznaceni nékteré posloup-
nosti vyskytujici se v literatufre:

Fibonacci: F} = F = A= B =1latedya = 5 =

— 1=~/5. . _ 1 — .1
SV AN A

Fo L 0HVE - (- VER,

S
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Lucas: L1-2L2—1A B——latedya—_'b[ﬂ __3[
2 b—- \/_
57

= e
VB (- VB
o on—1 )

Pel: P, =1,P,=2,A=2B=1latedya=1+v2,8=1-2:

Y YR i ()

4 b

Pell-Lucas: Q1—1 Qz-—-3 A=2 B—latedya—1+fﬁ—

0 _@+Vo)r -1 -v2)"
n — 2 )

Jacobsthal: J; = Jy=1,A=1,B=2atedya=2,0=—1,a=
1 1

= = b: —_—
3’

on _ (1)
In = é ) )
Jacobsthal-Lucas: K; = 2, K, = 1,A=1,B =2 a tedy a =
:2713:—1aa'=%ab:—' ;

K,=2"""1-(-1)"

Pell-Jacobsthal: Ry = 2,R; = 1,A = 1,B = 4 a tedy a =
= V7 g 1=VI7 VITo1 o VITHL
2 ? 2 » T 8 e 8 )
(1+vV17)" !+ (1 - V17)!

Ry, = on—1 )

Cebysev:C; =2,Cy =11,A=11,B= —latedya = Qﬂzﬁ—l—",ﬂ =
— U-vIi7 , _ 1-y1I7 p _ 114V117,
2 ) - 9 IS 2 )

(11 + V117)»1 + (11 — V117)71

Cn = on—1 )
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Pisot: 71 = 2,7, =3,A=3,B= -2atedya =2,=1,a =
=3,b=1;
T, =2""14+1;

2. Necht S; =2,5, =22, A=2,B=9atedy a =1+ 10,8 =
=1-v10,a=b=1;

Sp = (1+v10)" + (1 — V10)™;

3. Necht X; = A, Xy = A2 4+ 2B,B = —14;; dostavame a + b = 2

a fadu
n

4. Necht X; = 1,X2 =2 a Xpy2 = 5Xp41 — 6X,,. Potom, a =
=3 =2 %

X, =[3""1(2-2)-2""1(2-3) =21

Obecnéji: Necht X; =1,Xs =a a Xp42 = (2a+ 1)Xpy1 —ala +
+1)X,. Potom,a=a+1,6=aa

Xp=[(a+1)" Y a—a)—a" Y a—a-1)]=a""1.

5. Vsimnéme si, Ze koeficienty A a B (a téz volba prvnich ¢lenu
X1,X52) nemusi byt celd ¢isla, tj. cely postup lze aplikovat na
libovolné, ne nutné celoc¢iselné posloupnosti. Zvolme napt. A =
=1414,B=—i,tj. a =1 a 3 =1i. Potom, pro
X1=C,Xy,=0C,X, =C pro vésechna n > 1,
X1 =1,X,=1,X,=1""! pro viechna n > 1;
X1=1Xo=1,Xyp41 =1, Xagyo = 1, Xypy3 = 2+14, Xy 44 =
= 1+ 2¢, pro vSechna k > 0.

Uvedme jestd jednu aplikaci pfedchozi metody.
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Aplikace: MiSeni dvou roztoku, obsahujici dand procenta urcité
kapaliny.

Dvé nadoby, kazda o obsahu C' litrt, obsahuji (vodni) roztok
s danym procentem urcité kapaliny (napf. lihoviny s danym pro-
centem alkoholu). Prvni nadoba obsahuje A litri p—procentniho
roztoku a druhd nadoba B litrii g—procentniho roztoku. Pfedpo-
kladame, ze A+ B > C.
Popisme proces pielévani roztoku z jedné nadoby do druhé:
Prvni krok. PiSme ¢ = p;. Roztokem z druhé nadoby doplnime
nadobu prvou. V prvni naddobé bude tedy C' litri po—procentniho
roztoku, kde
Ap+ (C—A)g
p2 = )
C
zatimco v druhé nddobé zbylo D = A+ B—C litria p; —procentniho
roztoku.
Druhy krok. Roztokem z prvni nddoby dolejeme nadobu dru-
hou. Prelejeme tedy E = 2C — (A + B) litri kapaliny. Druha
nadoba je nyni plnd ps—procentniho roztoku, kde

_ Dp1 + Epy
P3 —_—C .

Tteti krok. Opakujme druhy krok, tentokrat doplnénim prvni
nadoby roztokem z nadoby druhé. Prvni naddoba bude tedy nyni
obsahovat C' litri pgs—procentniho roztoku, kde

B = Dpy + Eps
1=

Pokracujeme-li v tomto procesu, dostavame rekurzivné defino-
vanou posloupnost {p, | 1 < n}, kde

Ap+(C—A4A
P1=4q, p2 = 4 (C, )a

D E
Pny2 = Ep'n, -+ Ean pro n > 1.
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Cviceni: Ukazte, Ze pro kazdé n je

p, — AP+ Bg (_l)nA(A+B—C)"“‘(p—Q)
"T TA+B (A+ B)Cn-1

a tedy, jak jsme ocekavali,

Prof. RNDr. Vlastimil Dlab, DrSc., FRSC
School of Mathematics and Statistics
Carleton University

Ottawa, Ontario, K1S 5B6

Canada

e-mail: vdlab@math.carleton.ca

ABSTRACT

The article concerns a certain type of recursive sequence whose
subtype is Fibonacci sequence. Its goal is to show the mathema-
tical core of the general sequence and deduce a general formula
for the n-th term by the method which comes from Abraham de
Moivre. An application of the above is given, for tasks of the kind
"mixing two solutions consisting of certain percentage of certain
liquid”.



